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Das vorliegende Werk enthält die Endresultatemehr- 
jähriger Forschungen nach solchen räumlichen Fun- 
damentaleigenschaften, die den Keim aller Sätze, Po- 
rismen und Aufgaben der Geometrie, womit uns die 
ältere und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat, in 
sich enthalten. Für dieses Heer von auseinander 
gerissenen Eigenthümlichkeiten mulste sich ein lei- 
tender Faden und eine gemeinsame Wurzel auffinden 
lassen, von wo aus eine umfassende und klare Ueber- 
sicht der Sätze gewonnen, ein freierer Blick in das 
Besondere eines jeden und seiner Stellung zu den 
übrigen geworfen werden kann. Wenn Jemand alle 
bis jetzt bekannt gewordenen Sätze und Aufgaben 
nach den bisher üblichen Vorschriften zu beweisen 
und zu lösen sich vornehmen wollte, so wäre dazu 
viel Zeit und Mühe erforderlich, und am Ende hätte 
man doch nur eine Sammlung von auseinander lie- 
genden, wenn auch sehr scharfsinnigen, Kunststü- 
cken, aber kein organisch zusammenhängendes Gan- 
ze zu Stande gebracht. Gegenwärtige Schrift hat es 
versucht, den Organismus aufzudecken, durch wel- 
chen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der 
Raumwelt mit einander verbunden sind. Es giebt 
eine geringe Zahl von ganz einfachen Fundamental- 
beziehungen, worin sich der Schematismus ausspricht, 
nach welchem sich die übrige Masse von Sätzen fol- 


Vi „V Durnede, 


gerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. 
Durch gehörige Aneignung der wenigen Grundbe- 
ziehungen macht man sich zum Herrn des ganzen 
Gegenstandes; es tritt Ordnung in das Chaos ein, 
und man sieht, wie alle Theile naturgemäls in ein- 
ander greifen, in schönster Ordnung sich in Reihen 
stellen, und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen 
sich vereinigen. Man gelangt auf diese Weise gleich- 
sam in den Besitz der Elemente, von welchen die 
Natur ausgeht, um mit möglichster Sparsamkeit und 
auf die einfachste Weise den Figuren. unzählig. viele 
Eigenschaften verleihen zu können. Hierbei.macht 
weder die synthetische, noch die analytischeMethode, 
den Kern der Sache aus, der darin besteht, dafs die 
Abhängigkeit der Gestalten von. einander, und die 
Art und Weise aufgedeckt wird, wie ihre Eigen- 
schaften von den einfachern Figuren zu den zusam- 
mengesetztern sich fortpflanzen. Dieser Zusammen- 
hang und Uebergang ist die eigentliche Quelle aller 


übrigen vereinzelten Aussasen der Geometrie. Eı- 


genschaften der Figuren en z. B. die conjugirten 
Durchmesser der Kegelschnitte; sechs Punkte oder 
Strahlen, welche Involution bilden; das mystische 
Sechseck und Sechsseit; u, s. w.), von deren Vor- 
handensein man sich sonst durch künstliche Beweise 
überzeugen mulste, und die, wenn sie gefunden wa- 
ren, als etwas Wunderbares dastanden, zeigen sich 
nun als nothwendige Folgen. der unscheinbarsten 
Eigenschaften der aufgefundenen Grundelemente, 
und jene sind a priori durch diese gesetzt. 

‘Wenn nun wirklich in diesem Werke gleich- 
sam der Gang, den die Natur befolgt, aufgedeckt 
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wird, so werden alle hier synthetisch entwickelten 
Resultate sich natürlicher Weise auch durch ana- 
lytische Hülfsmittel auffinden lassen, was meines Er- 
achtens durchaus nichts Ueberraschendes ın sich 
tragen kann. Der Analyst, der dieses ausführt, hat 
nicht mehr als seine Pflicht gethan, wenn er jeden 
Fortschritt der Wissenschaft benutzt, und sich den- 
selben so zur Lehre dienen lälst, dals seine Methode 
darnach vervollständigt wird. - Auch ist es recht eı- 
gentlich seine Sache, jene Resultate zu verallgemei- 
nern, und ich solltemeinen, dafs seine Arbeit nicht an 
ihrem VVerthe verlieren würde, wenn er es unterliefse, 
gegen seinen WV egweiser sich vornehm zu geberden. 

Der Streit, welcher sich vor nicht langer Zeit 
zwischen den zwei, in Rücksicht auf die Geometrie 
verdienstvollsten, französischen Mathematikern, über 
den Vorzug des Prinzips der Dualität und der 
Theorie des polaires reciproques entspann *), wird, 
wie ich glaube, durch die vorliegende Entwickelung 
unzweideutig entschieden, so dafs ich es nicht für 
nöthig halte, hier darauf weiter einzugehen. Die 
Dualität tritt mit den Grundgebilden zugleich hervor, 
jene Theorie hingegen kommt’ erst später, als Re- 
sultat bestimmter Verbindungen der Grundgebilde, 
zum Vorschein. Wenn aber auch das Gergonne- 
sche Prinzip sich in dieser Hinsicht als das primi- 
tivere, der Quelle näher liegende, bewährt, so hat 
doch Poncelet ein gleich grolses Verdienst, so 
viel zur Entwickelung und Förderung der syntheti- 
schen Geometrie beigetragen zu haben, dals diese 


*) Bulletin universel, aoüt 1827, pag. 109, und Annules de 
Mathematiques, tom. XVII, pag. 1:5. 
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fortan nicht mehr mit jener Geringschätzung behan- 
delt werden darf, welche man ihr in neuerer Zeit gar 
zu oft und gar zu leichtfertig zu Theil werden liels. 
Uebrigens tritt die genannte Theorie durch die ge- 
genwärtige Entwickelung in vollständigerer und all- 
gemeinerer Gestalt hervor, als es in ihrer früheren 
Darstellungsweise geschehen konnte, wobei indessen 
nicht zu übersehen ist, dals der scharfsinnige Mo e- 
bıus zuerst eine freiere Auffassung dieser Theorie 
ans Licht gefördert hat (Barycentr. Calcül). 

Das ganze Werk wird seiner äulseren Einthei- 
lung nach aus fünf Theilen und zugleich aus fünf 
Abschnitten bestehen, von denen der erste: „pro- 
jectivische Gerade, ebene Strahlbüschel 
und Ebenenbüschel;” der zweite: „projecti- 
vische Ebenen und Strahlbüschel (im Rau- 
me);" der dritte: „projectivische Räume; der 
vierte: „Correlations-Systeme und Netze 
(mit Einschluls der Involutions- Systeme und 
Netze);” und der fünfte: „ausführliche und 
umfassende Behandlung der Curven und 
Flächen zweiten Grades, durch Konstruc- 
tion und gestützt auf projectivische Ei- 
genschaften,” enthält. Aufserdem werden noch 
zwei Theile mit diesem Werke in Verbindung ge- 
bracht, wovon der eine: „über Punkte und 
Axen der mittlern Entfernung (mit Einschluls 
der mittlern harmonischen Entfernung),über Trans- 
versalen, etc.” handeln wird, und worauf vorher- 
gegangene projectivische Eigenschaften angewandt 
werden; der andere Theil hingegen der Elemen- 
largeometrie gewidmet ist, und der Hauptsache 
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nach: „eine systematische Entwickelung der 
Aufgaben und Sätze über das Schneiden 
und Berühren derKreiseinder Ebene und 
auf der Kugelfläche, und der Kugeln” ent- 
halten wird. Dieser letztere Theil sollte schon früher 
im Druck erscheinen und war bereits im J. 1826 bis 
auf einen Anhang, welcher verschiedene Anwendun- 
gen der stereographischen Projection enthalten sollte, 
ausgearbeitet, was auch schon anderweitig angegeben 
worden (Journal f. Mathem. Bd. I, S.163.); al- 
lein da mehrere darin enthaltene Betrachtungen nur 
besondere Fälle von solchen sind, welche in den 
erstgenannten fünf Theilen vorkommen, und wie- 
derumeinige über Kreise und Kugeln selbstständig 
‚entwickelte Sätze, sich unmittelbar auf bestimmte 
Systeme von Curven und Flächen zweiten Grades 
übertragen lassen, wie solches in jenen fünf Theilen 
nachgewiesen wird: so. ist es zweckmälsiger, ihn erst 
‚nach diesen folgen zu lassen. 
| Die Hauptresultate, welche in diesem Werk ent- 
wickelt werden, habe ich schon vor mehreren Jahren 
‚gefunden (und zwar die letzten vor der Mitte des 
‚Jahres 1828.), in einer Epoche wo mir, als Privat- 
‚lehrer, mehr Zeit und Mulse zu Gebote stand, als 
‚seither, wo nicht selten drückende Amtsgeschäfte die 
Ausarbeitung verzögerten. Dals mittlerweile Einiges 
davon ins Publicum gekommen ist (wie z. B. nament- 
lich ein Theil der Resultate ın $. 59. dieses Bandes), 
ist leicht erklärlich, da ich kein Geheimnils daraus 
machte, Diese Theilnahme war mir ein Beweis, 


dals meine Untersuchungen Beifall finden, sie erregt 


jetzt in mir dieHoffnung, dafs nun auch die vollstän- 
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dige Mittheilung derselben nicht unberücksichtigt 
bleiben werde, denn es ist nicht unwahrscheinlich, 
dafs durch gehörige Verschmelzung von Resultaten 
und Ideen des Einen mit Methoden des Andern noch 
mehr als eine neue: Entdeckung sich machen 
lassen werde. | | 
Da frühere Arbeiten von mir, welche ich in ein- 
zelnen Abhandlungen i im Journal für Mathema- 
tık und in den Annales de Mathematiques 
bekannt gemacht habe, den Beifall von unpartei- 
schen Sachkennern sich erworben haben *), so glaube 
ich wohl mit einiger Zuversicht die Hoffnung hegen 
zu dürfen, dals nun auch der gegenwärtigen Arbeit, 
welche nach derselben Methode, aber in einer allge- 
meineren, umfassenderen Anlage begonnen ist, eine, 
nicht minder günstige Aufnahme zu Theil werden 
wird, Hierzu füge ich den Wunsch, dals der ge- 
neigte Beurtheiler die von mir unterlassene Ausein- 
andersetzung des Verhältnisses meiner Arbeit zu den. 
ältern und neuern Arbeiten Anderer über denselben 
Gegenstand, ergänzen möge. Alle wichtigern, schon 
von Andern aufgestellten Sätze, habe ich, so weit 
mein Wissen reichte, ihren Urhebern einzeln zuge- 
schrieben. 
Berlin, im September 1832, 
S{einer. 
*) Siehe Annales de Mathem, tom. XVII, (No. 7, 10.), XVII 
u. XIX.; Bulletin des sciences mathematigues, tom. VI, VII, IX, 
X u. Xl, 1827 — 1829; Allgemeine Literatur-Zeitung, 1831; - - 
Mathemat. Wörterb. Thl. 5 u. 6; u. s. w. Auch sind viele 
Resultate daraus schon in Lehrbücher und andere Werke aufgenom- 
men worden, so wie auch eine Abhandlung und mehrere einzelne 


meiner Sätze von Gergonne, dem Herausgeber der genannten An- 
nalen, ins Französische überselzt worden kin. 
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1. Die in der Geometrie erforderlichen Grund- 
vorstellungen sind: der Raum, die Ebene, die Ge. 
rade (gerade Linie) und der Punkt. Zum Behufe der 
‚in dem vorliegenden Werke durchzuführenden Betrach- 
tungen ist es erforderlich einerseits, diese Elemente in 
Ansehung der Art und Weise, wie sie einander unter- 
(geordnet sind, d. h., wie die einen die anderen in sich 
‚enthalten, und andererseits, bestimmte Zusammenstel- 
‚lungen derselben auf folgende Weise scharf aufzufas- 
‚sen und als Grundgebilde festzuhalten. 

I. Die Gerade In der Geraden sind eine un- 
‚zählige Menge unmittelbar auf einander folgender Punkte 
‚denkbar, die sich, von irgend einen derselben ausge- 
‚hend, nach zwei entgegengesetzten Seiten hin ins Un- 
‚endliche erstrecken. 

U. Der ebene Strahlbüschel. Durch jeden 
"Punkt in einer Ebene sind unzählige Gerade möglich; 
‚die Gesammtheit aller solcher Geraden soll „ebener 
Strahlbüschel,” oder „Strahlbüschel in der 
Ebene” heifsen, nämlich die Geraden sollen, in An- 
‚sehung dieser Zusammenstellung, „Strahlen” heifsen, 
und der Punkt, in welchem sich die Strahlen schnei- 
(den, soll „Mittelpunkt” des Strahlbüschels genannt 
werden. 

II. Der Ebenenbüschel, Durch jede Gerade 
sind unendlich viele Ebenen denkbar; alle solche Ebe- 
‚nen zusammengefafst sollen „Ebenenbüschel,” und 
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die Gerade, in welcher sich die Ebenen schneiden, soll 
„Axe” des Ebenenbüschels heifsen. 

IV. Die Ebene. In der Ebene sind zahllose 
Gerade und Punkte, oder ebene Strahlbüschel enthal- 
ten. (Jeder Punkt der Ebene ist Mittelpunkt eines in 
ihr liegenden Strahlbüschels.) 

V. Der Strahlbüschel im Raume. Durch je- 
den Punkt im Raume sind, nach allen möglichen Rich- 
tungen, unzählige Gerade oder Strahlen denkbar; alle 
solche Strahlen insgesammt sollen „Strahlbüschel 
im Raume,” oder schlechthin „Strahlbüschel,” und 
der Punkt, in welchem sich die Strahlen schneiden, soll 
„Mittelpunkt” des Strahlbüschels heifsen. Ein sol- 
cher Strahlbüschel enthält nicht nur unendlich viele 
Strahlen, sondern er umfafst auch zahllose ebene Strahl- 
büschel (IL.) und Ebenenbüschel (IIl.) als untergeord- 
nete Gebilde oder Elemente, denn es giebt endlos viele’ 
Ebenen, die durch dessen Mittelpunkt gehen, und alle 
Strahlen, die in eine solche Ebene fallen, bilden einen 
ebenen Strahlbüschel,-und alle solche Ebenen, die durch 
einen und denselben Strahl gehen, bilden einen Ebenen- 
büschel; von solchen ebenen Strahlbüscheln und Ebe- 
nenbüscheln soll aber gesagt werden, sie liegen im 
Strahlbüschel im Raume. 

Die Betrachtung der vorstehenden fünf Peine, 
nämlich das Beziehen derselben aufeinander bei ver- 
schiedenartigen Verbindungen und Zusammenstellungen, 
macht den Gegenstand der ersten fünf Theile des vor- 
liegenden Werkes aus. Das Ergebnifs wird zeigen, 
dafs diese Gebilde in der That die eigentliche 
Grundlage der synthetischen Geometrie sind. 

Die Fundamentalbeziehungen, auf welchen alle Un- 
tersuchungen beruhen, sind folgende. 

Es werden aufeinander bezogen: 

a) Gerade und ebene Strahlbüschel. . Zuerst 
werden eine Gerade und ein ebener Strahlbüschel 
aufeinander bezogen, so dafs ihre Elemente ge- 


er 
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paart sind, d. h., dafs jedem Punkt der Geraden 
ein bestimmter Strahl des Strahlbüschels entspricht. 
Sodann werden sowohl Gerade unter sich, als 
ebene Strahlbüschel unter sich ähnlicherweise auf- 
einander bezogen. 

b) Ebenenbüsehel und sowohl Gerade als 
ebene Strahlbüschel. Ein Ebenenbüschel 
und eine Gerade, oder ein ebener Strahlbüschel 
werden aufeinander bezogen, so dafs ihre Elemente 
gepaart sind, d. h., dafs jeder Ebene des Ebenen- 
büschels ein bestimmter Punkt der Geraden, oder 
‘ein bestimmter Strahl des Strahlbüschels entspricht. 
Achnlicherweise werden Ebenenbüschel unter sich 
aufeinander bezogen. 

c) Ebenen und Strahlbüschel (im Raume). Zu- 

- erst werden eine Ebene und ein Strahlbüschel so 
aufeinander bezogen, dafs ihre Elemente sich wie 
folgt entsprechen: 


jedem Punkt in der ...... ein Strahl im Strahl- 
Ebene büschel, 

jeder Geraden in der ..... eine Ebene im Strahl- 
Ebene büschel. 


Sodann geschieht die Beziehung auch so, dafs ihre 
Elemente einander in anderer Ordnung entsprechen. 
Aechnlicherweise werden sowohl Ebenen unter sich, 
als Strahlbüschel unter sich aufeinander bezogen. 
d) Räume unter sich. Zuerst werden zwei Räume 
(d. h. der ganze oder absolute Raum doppelt ge- 
dacht, so dafs beide Räume einander durchdrin- 
gen) so aufeinander bezogen, dafs jedem Element 
des einen Raums ein bestimmtes, gleichartiges Ele- 
ment des andern Raums entspricht; und weiter 
werden sie so auf einander bezogen, dafs auch un- 
gleichartige Elemente einander entsprechen. 
So wie .die Grundgebilde ihrer Natur nach einan- 
der entgegengesetzt sind, nämlich 


Pi, 
A 


XVi Einleitende Begriffe. 


«) die Gerade ..... dem ebenen Strahlbüschel, 


ß) die Gerade ..... dem Ebenenbüschel, 
y) der ebene Strahlbüschel ..... dem Ebenenbüschel, 
ö) die Ebene ..... dem Strahlbüsthel 


und sich solchergestalt aufeinander beziehen lassen, dafs 
ihre Elemente einander paarweise entsprechen: eben so 
stehen auch, im Allgemeinen, ihre Eigenschaften, ihre 
Verbindungen (zu Figuren) und die aus diesen hervor- 
gehenden Sätze einander auf bestimmte Weise entgegen, 
d. h., kommen der einen Art von Gebilden gewisse 
Eigenschaften oder Sätze zu, so finden bei der jedes- 
maligen entgegengesetzten Art von Gebilden ebenfalls 
bestimmte, jenen entsprechende, aber ihnen entgegen- 
gesetzte, Eigenschaften und Sätze statt. Das Wesen 
dieser Dualität von Eigenschaften und Sätzen ist also 
durch die Grundgebilde selbst, d. h. durch die umfas- 
sende Vorstellung der Raumelemente, nothwendig be- 
dingt. Damit die Begründung dieser Dualität auf na- 
turgemälse, klare Weise hervortrete, und sich als 
wahr bewähren möge, soll die Betrachtung, so viel es 
sich thun läfst, so geführt werden, dafs die einander 
entgegenstehenden Gebilde immer zugleich untersucht, 
ihre entsprechenden Eigenschaften und Sätze zugleich 
entwickelt und neben einander gestellt werden. 

Der Hauptinhalt, oder das Wesentliche der ge- 
sammten Resultate die durch dieses Werk erzielt und 
erreicht werden, besteht, wie es sich schon aus der 
vorstehenden Uebersicht ohngefähr entnehmen läfst: 
„In Untersuchungen über die A BERNER} 
der Gestalten (Figuren) von einander.” 


Erster Abschnitt. 


Betrachtung der Geraden, der ebenen Strahl- 
büschel und der Ebenenbüschel in Hinsicht 
ihrer projectivischen Beziehungen 
unter einander, 


Erstes Kapitel. 


Von projectivischen Geraden und ebenen Strahl- 
büscheln in der Ebene. 


Eine Gerade und ein ebener Strahlbäüschel. 


2. Befinden sich ein ebener Strahlbüschel B (Fig. 
1.) und irgend eine Gerade A, die nicht durch dessen 
Mittelpunkt geht, in einer Ebene, so haben sie folgende 
‚Beziehung zu einander. 

Durch jeden Punkt a,b, (,d,..... der Geraden geht 
'ein Strahl a,b,c,d,..... des Strahlbüschels, und umge- 
kehrt, jeder Strahl des letzteren begegnet der Geraden 
in irgend einem Punkte. Um die Aufeinanderfolge der 
Strahlen sowohl als der Punkte richtig aufzüfassen, lasse 
man in der Vorstellung einen Strahl sich bewegen, so 
dafs er: nach und nach in die Lage eines jeden der 
übrigen gelangt, so wird der ihm zugehörige Punkt 
gleichzeitig die Gerade durchlaufen, und nach und nach 
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die Stelle eines jeden der. übrigen Punkte einnehmen. 
Man lasse z. B. den Strahl p, vom Mittelpunkte B aus 
betrachtet, sich rechtsherum. bewegen, so dafs er nach- 
‚einander in dieLage von d,a,f,q,h,c,b kommt, so wird 
der Punkt p die Gerade so durchlaufen, dafs er nach- 
einander in die Stellen d,a,f,q,0,6,b gelangt, und folg- 
lich sich stets nach einer und derselben Richtung 
hin bewegt. Nur in der einzigen.besonderen Lage des 
Strahles, wo er nämlich mit der Geraden A parallel 
ist, welches etwa bei q der Fall sein mag, findet kein 
wirkliches Schneiden desselben mit der Geraden statt; 
da aber sowohl vor als nach dieser Lage stets ein 
wirkliches Schneiden statt findet, und zwar, da der 
unmittelbar vorhergehende Durchschnitt in der gröfst- 
möglichen Ferne auf der Seite über h hinaus, und der 
unmittelbar nachfolgende Durchschnitt in der gröfstmög- 
lichen Ferne auf der anderen Seite über f hinaus liegt, 
so soll in der Folge der Uebereinstimmung wegen ge- 
sagt werden, der Strahl q sei nach dem unendlich 
entfernten Punkte der Geraden A gerichtet, und es 
soll dieser unendlich entfernte Punkt, wenn gleich der- 
selbe in der Figur nicht wirklich anzutreffen ist, durch 
4 bezeichnet werden. Demnach hätte die Gerade A nur 
einen unendlich entfernten Punkt q, und man kann 
sich „ denselben sowohl nach der einen Seite (über h 
hinaus) als nach der anderen (über f hinaus) hin liegend 
vorstellen*). Auch folgt hiernach, dafs umgekehrt ein 


*) Dafs in: einer Geraden nur ein einziger unendlich ent- 
fernter Punkt gedacht werden darf, wird in der Folge durch viele 
unbestreitbare Thatsachen bestätiget werden. Dahin gehören z. B. 
die Asymptoten der Hyperbel. Eine Gerade kann bekanntlich die 
Hyperbel nur in einem Punkte berühren. Nun wird. aber allge- 
mein die Asymptote als Tangente angesehen , deren Berührungs- 
punkt unendlich entfernt ist; "ai aber zwei Arme der Hyperbel, 


[ 
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Strahl, der nach dem unendlich entfernten Punkte der 
Geraden A gerichtet ist, nothwendiger Weise mit ihr 
parallel sein mufs. 

Von den Punkten in der Geraden A zeichnet sich 
demmach einer vor allen übrigen auf eine eigenthüm- 
liche und bestimmte Weise aus, nämlich der unendlich 
entfernte Punkt q. Die besondere Eigenschaft dieses 
Punktes gewährt in der Folge öfter grofse Vortheile, 
wenn man ihn, anstatt irgend eines der übrigen Punkte 
zu Hülfe nimmt. Der ihm zugehörige Strahl g, der 
nlich mit der Geraden A parallel ist, soll von nun 
an „Parallelstrahl” heifsen. Dieser Strahl gewährt 
ähnliche Vortheile, wie jener Punkt, nach welchem er 
gerichtet ist. 

Hat man auf obige Weise einen ebenen Strahlbüschel . 
B und eine Gerade A dergestalt auf einander bezogen, 
dafs ihre Elemente paarweise zusammengehören, näm- 
lich dafs die Punkte a,b, c,d..... in der Geraden A 
den Strahlen a,b, c,d..... im Strahlbüschel B entspre- 
chen, so kann man diese Beziehung festhalten, während 
man die Gebilde (A, B) selbst auf irgend eine Weise 
ihre ursprüngliche Lage ändern läfst, d. h., man kann 
dieselben in eine solche Lage denken, wie etwa in (Fig. 
2.), wo zwar nicht mehr die Strahlen des Strahlbüschels 
durch die ihnen entsprechenden Punkte der Geraden . 
gehen, aber wo sowohl jene Strahlen für sich, als diese 
Punkte für sich ihre gegenseitige Lage nicht geändert 
haben. Jede solche veränderte Lage der Gebilde, wo 
aämlich die Strahlen des Strahlbüschels B nicht mehr 


ach entgegengesetzten Seiten hin, sich der Asympiote in’s Unend- 
iche fort gleichmäfsig nähern, so muls folglich ihr Berührangspunkt 
‚owohl nach der einen als nach der anderen Seite hin unendlich 
ntfernt liegen, und folglich ist in der Asymptote nur ein einziger 
anendlich entfe:nter Punkt anzunehmen, 
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durch die ihnen ursprünglich zugehörigen Punkte der 
Geraden A gehen, soll fortan „schiefe Lage” heifsen, 
wogegen die ursprüngliche Lage „perspectivisch” 

genannt werden soll. Ferner sollen die Gebilde A, B, 
wenn sie auf die angegebene Weise aufeinander be- 
zogen sind, dafs nämlich ihre Elemente (Punkte und 
Strahlen) nach der Ordnung in der sie einander paar- 
weise entsprechen, ‘bestimmt und festgehalten sind, 
„projectivisch” heifsen. Wenn übrigens in der 
Folge gesagt wird, zwei Gebilde A, B seien perspec- 
tivisch, so will dies so viel sagen, als die Gebilde seien 
projectivisch und befinden sich in perspectivi- 
scher Lage. 

Die so eben festgestellten Benennungen, die leicht 
unpassend scheinen dürften, werden durch ihre Ueber- 
einstimmung mit anderen Benennungen, welche ganz 
sachgemäls sind, und weiter unten festgesetzt werden, 
gerechtferligt. , :. 

3, Befinden sich ein ebener Strahlbüschel B und 
eine Gerade A, die projectivisch sind, in perspectivi- 
scher Lage, so ist mit jedem Strahl des Strahlbüschels 
der ihm entsprechende Punkt in der Geraden, und um- 
gekehrt mit dem letzteren der erstere unmittelbar ge- 
geben. Anders verhält es sich, wenn sich die Gebilde 
in schiefer Lage befinden. Hier wird man nur, wenn 
mehrere entsprechende Elementenpaare gegeben sind, 
durch dieselben mittelst bestimmter Gesetze (Relationen) 
zu jedem anderen Element des einen Gebildes das ent- 
sprechende Element des andern Gebildes finden, oder 
die Gebilde in ihre ursprüngliche, perspectivische Lag 
zurückbringen können. Diese Geseize sollen nun zu 


nächst gesucht werden. 
Die Punkte in der Geraden A sind unter sich 


durch ihre Abstände -von einander, und die Strahle 
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des Strahlbüschels B sind unter sich durch die zwischen 
ihnen liegenden Winkel bestimmt. Daher müssen sich 
die genannten Gesetze auf diese Abstände und Winkel 
beziehen. Die einfachste Bestimmung eines Winkels 
besteht aber darin, dafs man zwischen seinen Schenkeln 
ein rechtwinkliges Dreieck annimmt und das Verhält- 
nifs zweier Seiten desselben festhält. ' Dieses führt da- 
her zu folgenden Betrachtungen. PN 
Es sei p (Fig. 1.) derjenige Strahl, der auf der 
Geraden A senkrecht ist. Aus einem beliebigen Punkte 
@ des Strahles a und aus a seien auf den Strahl d die 
Lothe «ö, ‚ad; herabgelassen, dann sind. einerseits ‘die 
rechtwinkligen Dreiecke Bpd und ad,d, und anderer- 
seits die rechtwinkligen Dreiecke Bad, und Bad ähn- 
lich, so dafs: 
By ad, ab, © &ö A 
Bd av’ ung Ba Be’ 
woraus durch Verbindung folgt: 
1. Bp.ad = Ba.Bd.—- 


Durch das Verhältnifs &ö: sr öird der Winkel 
zwischen den Strahlen a, d bestimmt, oder: gemessen, 
and zwar ist dieses Verhältnifs von der Lage des an- 
zenommenen Punktes & unabhängig, d. h., es bleibt 
anverändert, wo man auch diesen Punkt in dem Strable 
ı annehmen mag. Ein solches winkelmessendes Ver- 
sältnifs nennt man gewöhnlich Sinus, so dafs, wenn 
nan den genannten Winkel durch (ad) bezeichnet, das 
n Rede stehende Verhältnifs durch sin (ad) vorgestellt 
wird. Diese Bezeichnung kann hier beibehalten wer- 
len, ohne dafs dadurch die Art der Betrachtung (die 
Methode) aufhört synthetisch zu sein, weil durch die- 
jelbe nur ein gewisses, durch zwei Gerade («ö, «B) 
darstellbares, den gedachten Winkel ‚bestimmendes Ver- 
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hältnifs angedeutet wird. Die Gleichung DM verwandelt 
sich dadurch in folgende: ” 
2, Bp.ad = Ba.BDd. sin (ad) 
oder: 4 ; 
adb  _ Ba.Bd. 
sin sin (ad) BR 
„Dieser Ausdruck (3) zeigt die Beziehung] 
die awikcheh einem: Winkel (ad) des ‚Strahl- 
büschels B und dem ihm entsprechenden Ab- 
schnitt ad der Geraden’ A statt findet” 

, Dieselbe Beziehung läfst sich, wie es‘ der Gegen- 
satz erfordert, andererseits auf entspgegliände Weise 
en | | | NEN 

ad Bro 

sin sin ad) sin (Aa). ao 

ausdrucken, wovon man sich leicht I eern wird®) 

4. Da man auf gleiche Weise zwischen jedem Win- 
kel des Strahlbüschels B und dem ihm entsprechenden 
Abschnitte der Geraden A einen ähnlichen Ausdruck 
findet wie der eben gefundene ($.3,3.), so hat man für 
vier. beliebige Elementenpaare, etwa für a, b,c,d und 
a, B, 6, d.nachstehende sechs Ausdrücke: 

ad. __Ba.Bd be Bb.Bc 


sin (a y, BB TOT. ” sin (be) a 
ac,  _Ba.Be 5 bb  _.Bb.Bd 

sin (ac) By; kin (Da) wann { 
ab. _Ba,Bb DDr 

sm ab)  Bp. ssin lcd). Bp 


Vier von diesen Ausdrücken, nämlich (1, 2, 4, 5) 
lassen sich, wie leicht zu sehen, so verbinden, dal: 
man hat: 


*) Diese Beziehung (3, 4,) wird sich in der Folge noch öfte 
als sehr fruchtbar bewäbren 
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ah . f va BerY 6b aa a hälbie : 
EZ (a 1d) ' “sin in. tbi) 2“ sin a sin FEST Te 6). 


ad ae“ sin (a sin.(ac) : 
"-bD.;-dc . sin.cbd) “sin (be) 27 

u AR man sieht,‘ nicht "mehr 
von der Lage der Gebilde B, A ablälıgieh ui ‘ihm 
nicht :mehr “die begrenzten ‘Theile Ba, Bb,.\... der 
Strahlen :vorkommen; er gilt ‘demnach bare für die 
schiefe als perspectivische: Lage ‘der Gebilde, und 
folglich. enthält ‚er. das. bhen: 6 3.) Imorlaneh Gesetz. 
Nänlich er zeigt: . 
ih: „Dals bei irgend vier enfaprächdndhnZik 
mentenpaaren a, bie, d’und a,b, 6 d ein gewis- 
‚ses Doppelverhältnifs' Pad: 68): (ac:60)], gebil- 
det aus vier Abschnitteii'der Geraden A;g gleich 
ist dem Doppelverhältnifs [(sin (ad); sin (b4)) 
: (sin(ac):sin(bc)) ], welches auf entsprechende 
Weise aus den Sinufsen derjenigen Winkel 
des Strahlbüschels B, die jenen Ben 
entsprechen, gebildet ist.” 


u Die- Art, wie die Doppelverbältnisse zusammenge- 
se sind, ist leicht zu schen. Nänlich das Doppel- 
verhältnils links ist aus den vier Abständen zweier 
Punkte (a, 5) von den beiden übrigen (ct, d) gebildet, 
und zwar so, dafs das Verhältnifs (ad:6d) der Ab- 
stände der zwei ersteren Punkte von einem der letz- 
teren (d) durch das Verbältnifs (ac: be) ihrer Abstände 
von den anderen (c), in gleicher Ordnung genommen, 
gemessen wird. Das Doppelverhältnifs rechts ist auf 
entsprechende Weise zusammengesetzt, 

‚Es ist gleichgültig, welches ‘der’ beiden Punkten- 
paäre‘ oder Strahlenpaare man’ als das erste annimmt, 
denn die Glieder des obigen Ausdrucks (I.) lassen sich, 
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ohne dafs dadlurgldi die Bone gestört wird, ‚wie u. 
umstellen Da 
ad, bd _ sin a sin (bd) | 
ac’ be sm (ac) " sin sin (bc) 
wo nun, im Vergleich mit ‚vorhin, c und‘d das erste 
und a und 5 das zweite Punktenpaar ist; und wo Aehn- 
liches von den beiden. Strahlenpaaren gilt. 

Die vier Punkte, so wie ..die vier Strahlen ‘aber 
lassen sich auf drei wesentlich verschiedene. Arten ein- 
ander paarweise entgegenstellen, nämlich 
«) die Punkten,b den Punktene,d; %) dieStrahlen a,b denStrahlen.c,d; 
Pf)» » Ce» » b,d; p) » ».eieib,d; 
)» a 49 »  » 5% We a,d. » » b,c. 

Da man für jede dieser drei: Zusammenstellungen 
auf gleiche Weise. einen ‚ähnlichen Ausdruck findet, wie 
der obige (I.), so hat man,statt des letzteren zugleich 


folgende drei Ausdrücke; 


ga. ad ; sin (ac) sin (ad) 
"be 68 . sin (be) sin (bd) 

IL. 9 ab ad _,sin (ab) ‚ sin (ad) 
cb "cd sin (cb) " sin (cd) 

10 ab ac _ sin (ab) sin (ac) 
"db dc sin(db) sin(deo) 


_ Je zwei Punkte oder Strahlen, die bei einer von 
diesen drei Zusammenstellungen als ein Paar zusam- 
mengefafst werden, sollen fortan „zugeord nete” Punkte 
oder Strahlen heilsen, 

In Hinsicht der gegenseitigen Lage der zwei zuge- 
ordneten Punktenpaare ; oder Strahlenpaare,, sind zwei 
merklich verschiedene Fälle zu unterscheiden, nämlich: 


a) entweder folgen die Punkte oder. Strahlen. jedes 


Paares unmittelbar. nacheinander, wie z.B. in den 


beiden Zusammenordnungen (#) und (y); oder: 
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b) die Punkte oder Strahlen der ‘beiden Paare folgen 
abwechselnd aufeinander, wie z. B. in: ‚der Zu- 
sammenordnung. («). | 

Diese Fälle sind immer für die vier Punkte und 
für. die ihnen ‚entsprechenden vier Strahlen über'ein- 
stimmend, d. h., befinden sich erstere im Falle (a), 
so sind es auch letztere, und befinden sich erstere im 
Falle (b), „9. sind es auch die letzteren; und auch um- 
gekehrt. BUN er 
'D. Ak dem allgemeineh Gesetze ($.'4.) über vier 
beliebige Elementenpaare der projectivischen Gebilde 
A,B lassen. sich unmittelbar. nachstehende Folgerungen 
ziehen. 

Hält man, bei der perspectivischen Lage der Ge- 
bilde (Fig. 1.), die vier Punkte a,d, b,c in der Gera- 
den A fest, während man den Mittelpunkt B des Strahl- 
büschels B sich beliebig in der Ebene herum bewegen 
läfst, sowohl auf der einen als auf der anderen Seite 
der Geraden A, so ändern sich zwar die Winkel, welche 
die vier Strahlen a,d,b,c mit einander einschliefsen, 
in jedem Augenblicke, aber die aus den Sinufsen die- 
ser Winkel zusammengesetzten Doppelverhältnisse in 
den obigen Ausdrücken ($. 4, II.) behalten unveränder- 
liche Werthe, nämlich diese Werthe sind stets den 
Werthen der entsprechenden Doppelverhältnisse (links) 
gleich, welche aus den Abständen der vier festen 
Punkte a,d,b, c von einander zusammengesetzt sind. — 
‚Werden umgekehrt die vier Strahlen a,d,b,c des Strahl- 
büschels B in bestimmter Lage festgehalten, während 
die Gerade A ihre Lage auf alle mögliche Weise än- 
dert, so ändern sich zwar mit der Lage der Geraden 
auch zugleich ihre Abschnitte zwischen den jedesmali- 
gen vier »Durchschnittspunkten 4,8, b; €, aber die aus 
diesen : Abschnitten zusammengesetzten Doppelverhält- 
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nisse ($.:4, U.) ‚behalten: stets dieselben Werthe, weil 
sie nämlich stets den Werthen der entsprechenden Dop- 
pelverhältnisse rechts gleich sind. Es folgt daraus der 


nachstehende Doppelsatz. 


„BeiallenStrahlbüscheln, 
von welchen vier Strahlen 
durch die nämlichen vier 
bestimmtenPunkte (n,, b, c) 
einer Geraden A gehen, ha- 
ben die drei Doppelrer 


hältnisse, die sich aus den 


Sinufsen der von den jedes- 
'maligen vier Strahlen ein- 
geschlossenen Winkel zu- 
sammensetzen lassen, ei- 
nerlei Werthe;” nämlich diese 
Werthe sind jedesmal den WVer- 


tlıen der drei Doppeiverhältnisse 


‘einander’ 


„Bei allen Geraden, wel- 
che die nämlichen vier be- 
stimmten Strahlen (a,d,b,c) 
eines Strahlbüschels B 
schneiden, haben die drei 
Doppelxer ah die 
sich aus denAbständen der 
jedesmaligen vier Durch- 
schnittspunkte (0,d,b, ) von 
znsammiensetzen 
lassen, einerlei Wertlie;” 
nämlich diese Werthe sind, jedes 
mal den Werthen der drei Dop- 


pelverhältnisse gleich, welche aus 


den Sinufsen der von den vier 
festen Strahlen. eingeschlossenen 
Winkel zusammengesetzt sind. 


gleich, welche aus den Abständen 
der vier festen Punkte von einan- 
der zusammengesetzt sind. 

Den. Satz rechts bat ein französischer Mathemati- 
ker, Brianchon, zuerst bekannt in einer 
schätzbaren. Abhandlung über. die Linien der ‚zweilen 
Ordnung (Memoire sur les lienes du second ordre, p. 7. 
Paris 1817.). 


6. Ferner folgt aus dem obigen Gesetz: ($.4,) un- 
mittelbar: / 

«)'„Dafs das ganze System der seinander 
entsprechenden Elementenpaare zweier pro- 
jectivischen Gebilde A,B bestimmt sei, sobald 
irgend drei Paare gegeben sind, d.h, weun ir- 
send drei Elementenpaare gegeben sind, so 
kann mittelst derselben zu jedem gegebenen 
viertenElement deseinen Gebildes dasentspre- 
chendeElement des anderen Gebildes gefunden 
werden, und die Gebilde lassen sich dadurch, 


gemacht, 


re 
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wenn sie sich in 'schiefer Lage’ befinden, in 
die ursprüngliche oder ' perspectivische Lage 
zurückbringen.” 

‘Diese Behauptung mag wie Mt noch näher erör- 
tert: werden. Ä 

I. Es seien z. B. die drei Elementenpaare a, b,c 
und a,b, c (Fig.2.) gegeben, so kann daraus zu jedem 
beliebigen gegebenen vierten Strahl d’ des’ Strahlbü- 
schels B der entsprechende Punkt d in der Geraden A, 
oder umgekehrt, zu diesem, wenn er gegeben ist, kann 
jener gefunden werden. Denn vermöge eines jeden 
der drei Ausdrücke ($. 4, IL), z. B. vermöge des 
Ausdruckes: 

4 ac ab _'sin(ac) sin sin (ad) d) 

Der dd  sincbe) ' sin (bi) | 

ist im ersten Falle der Werth des Verhältnisses ad) bd, 
und im anderen Falle der Werih des Verhältnisses 
sin (ad) : sin (bd) durch die jedesmaligen übrigen drei 
Verhältnisse gegeben. | 

Nun kann, wenn das Verbältnifs ad : bd gegeben 
ist und die Punkte a,b fest sind, der gesuchte Punkt 
d offenbar nur in zwei Stellen dieser Bedingung ge- 
nügen, und zwar sind diese in Bezug auf die zwei fe- 
sten Punkte a,b dadurch unterschieden, dafs der Punkt 
d das eine Mal zwischen und das andere Mal jen- 


seits denselben liegt. Von diesen zwei Lagen kann 


aber dem Punkte d jedesmal nur eine zukommen, und 
zwar wird durch die gegenseitige Lage der vier gege- 
benen Strahlen entschieden, welche von beiden es sei, 
denn je nachdem die einander zugeordneten 'Strablen- 
paare aundb, ceund d nacheinander oder abwech- 
selnd sich folgen, findet auch bei den Punktenpaaren 
a und b, c und d Folge oder Abwechselung statt 
(S. 4.), wodurch dann jedesmal entschieden werden 
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kann, welche .der zwei genannten Lagen dem: Punkte d 
zukomme. | 

Ebenso kann, wenn dev Punkt d ehe und da- 
gegen der Strahl d gesucht wird, der letztere den ge- 
gebenen Verhältnisse sin(ad) : sin(bd) nur in zwei 
verschiedenen Lagen genügen, und durch die gegensei- 
tige Lage der vier gegebenen Punkte a,b, c,d wird ent- 
schieden in welcher von.beiden ‚Lagen allein er dem 
gegebenen Punkte d entsprechen kann. 

Späterhin werden sich sehr bequeme Mittel dar- 
bieten ($.. 24, IV.), um: das jedesmalige ‚gesuchte  Ele- 
ment schnell und sicher zu finden *). 

II. Ferner wird die obige Behauptung («) RER 
folgende Betrachtung erwiesen, die zugleich Anleitung 
giebt, die Gebilde A,B aus der schiefen (Fig. 2.) in 
die perspectivische Lage (Fig. 1.) zurückzubringen. 

Sind nämlich a,6,c (Fig. 5.) die drei gegebenen 
Punkte in der. Geraden A, und betrachtet man von den 
drei gegebenen Strahlen a,b,c vorerst nur zwei, etwa 
a,b, so ist, wenn diese durch die festen Punkte a,b 
gehen.und einen bestimmten Winkel (ab) einschliefsen 
sollen, der Ort des Scheitels B dieses Winkels auf 
zwei bestimmte gleiche Kreislinien aBb, aB, b beschränkt, 
die beide durch die zwei festen Punkte a, b gehen. 
Eben so ist, wenn man die zwei Strahlen 'a,c allein 
unter der Bedingung betrachtet, dals sie durch die 


*) Sollte über die zwiefache Lage des jedesmaligen gesuchten 
Elements blofs aus den in Zahlen gegebenen Werthen der Verhält- 
nisse nd : DD, sin (ad) : sin (bd) entschieden werden, ohne An- 
sicht der Figur, so müfste man bei der Zusammensetzung der Ver- 
hältnisse in dem obigen Ausdrucke die Verschiedenheit der Lage 
der Elemente gegen einander durch die Zeichen + und — be- 
merklich machen, so würde alsdann das Vorzeichen. der Verhält- 
nisse Ad : bd, sin (ad) : sin (bd) über das Zweifelhafte der Lage 
des gesuchten Elements entscheiden. 
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festen Punkte a,c gehen und einen gegebenen Winkel 
(ac) einschliefsen sollen, der Ort des Scheitels B die- 
ses Winkels auf zwei’ bestimmte gleiche Kreislinien 
aBe, aB;c beschränkt, die durch die Punkte a,c gehen. 
Daher lassen sich die Scheitel der beiden gegebenen 
Winkel (ab), (ac), wenn ihre Schenkel a,b,c durch 
die festen Punkte a,b,c gehen sollen, nur in denjeni- 
gen beiden Punkten B,B, vereinigen, in welchen sich 
die auf einerlei Seite der‘ Geraden A liegenden Orts- 
kreise einander (aufserin a) zum zweiten Male schneiden. 

Dadurch ist offenbar die Richtigkeit der obigen 
Behauptung («) dargethan. Denn befänden sich die 
beiden Gebilde B,A in beliebiger schiefer Lage, wie 
etwa in (Fig. 2.), so folgt aus dieser Betrachtung, dafs 
sie, sobald drei entsprechende Elementenpaare a,b,c 
und a,b,c gegeben sind, nicht auf wesentlich verschie- 
dene Arten in perspectivische Lage gedacht werden 
können, d. h., in solche Lage gedacht werden können, 
wo die drei gegebenen Strahlen durch die ihnen ent- 
sprechenden drei Punkte gehen. Nämlich wird z. B. die 
Lage der Geraden A als fest angenommen, etwa in (Fig.5.), 
so kann wohl der Strahlbüschel auf beiden Seiten der- 
selben entweder in die Lage von B oder in dieLage von 
B, gebracht werden, aber offenbar wird in beiden Fäl- 
len jeder beliebige vierte Strahl d des Strahlbüschels mit 
dem nämlichen Punkte d der Geraden A zusammen- 
treffen. Oder wird der Strahlbüschel B in irgend ei- 
ner Lage als fest angenommen, etwa in (Fig. 6.), so 
‚kann wohl die Gerade entweder in die Lage von A 
oder in die Lage von A, gebracht werden, und zwar 
so, dafs A und A, parallel sind, und wo der Mittel- 
‘punkt B des Strahlbüschels in der Mitte zwischen ih- 
nen liegt, aber offenbar wird in beiden Fällen jeder 
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beliebige vierte Punkt d der Geraden mit dem näm- 
lichen Strahl d des Strahlbüschels B zusammentreffen. 

Aus der vorstehenden Betrachtung, so wie auch 
aus der obigen (I.), folgt ferner zugleich: 

6) „Dafs man bei zwei beliebig liegenden ‘ 
Gebilden B,A ganz nach Willkühr drei Paar 
Elemente aunda, bundb, cundc auswählen und 
sodann festsetzen könne, die Gebilde sollen 
projectivisch und diese Elementenpaare sol- 
len entsprechende Elementenpaare sein.” 

Endlich folgt noch, durch Umkehrung, der nach- 
stehende Satz. 

x) „Sind die Elemente a,b,c,d,..... und a,b, 
ed... zweier GebildeBund A der Reihe nach 
folcher Gestalt gepaart, dafs je vier Elemen- 
ienpaare dem obigen Gesetze ($. 4, Il.) genü- 
gen, wobei nothwendiger Weise die jedesma- 
ligen vier Elemente des einen Gebildes mit 
denen desanderen Gebildes übereinstimmende 
gegenseitige Lage haben müssen, so sind die 
Gebilde, in Beziehung auf alle jene Elemen- 
{enpaare, projectivisch.” 

7. In -Ansehung der obigen Ausdrücke ($. 4, I), 
die das Gesetz darstellen, welchem bei zwei projecti- 
vischen Gebilden A, B im Allgemeinen je vier entspre- 
chende Elementenpaare a,b, c,d und a,b, c, d unterwor- 
fen sind, können verschiedene besondere Fälle eintre- 
ten, die nämlich von eigenthümlicher Lage der jedes- 
maligen vier Elemente herrühren, von denen einige 
interessant genug sind, um hier näher erörtert zu 
werden. 

Es können nämlich erstens solche Fälle eintre- 
ten, wo die in den genannten Ausdrücken enthaltenen 
Doppelverhältnisse vereinfacht werden, und zwar da- 
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durch, dafs in einem solchen Doppelverhältnils zwei 
Glieder gleich werden und gegen einander gehoben 
werden können, oder dafs das Doppelverhältnifs, (wenn 
es sich auf die vier Strahlen a,b, c, d bezieht), auf son- 
siige Art aul ein einfaches ‚Verhältnifs. gebracht wird. 
Dahin gehören z. B. folgende Fälle: 


Wenn von den vier Punkten in Wenn von den vier Strahlen 
der Geraden A entweder a) ei- des. Strahlbüschels B entweder 
ner in der Mitte zwischen zweien «) einer mit zwei anderen gleiche 
anderen liegt, oder b) wenn ei- Winkel einschliefst, oder 8) wenn 
ner der unendlich entfernte Punkt zwei Strahlen zu einander recht- 
der Geraden ist. winkelig sind. 


I. Denn wenn a) etwa der Punkt d (Fig. 1.) in 
der Mitte zwischen a und b liegt, so ist das Verhält- 
nifs ad: 6d =], und daher vereinfacht sich in die- 
sem Falle in dem obigen Ausdrucke ($. 4, U, 8.) das 
Doppelverhältnifs links wie folgt: 
sin (ac) sin (ad) 
sin (be) " sin (bd) 

Wenn ferner b) unter den vier Punkten sich der 
unendlich entfernte Punkt q (8. 2.) der Geraden A be- 
findet, wenn etwa die vier Punkte a,6,1,q gegeben 
“sind, dann sind offenbar die Abstände des letzteren 
von den drei übrigen, nämlich ag, dgq,cq, als einander 
gleich zu achten, da sie sämmtlich unendlich grofs, 
und nur durch die Abschnitte ab, at, bc von einander 
unterschieden sind, so dals also jedes der drei Ver- 
 hältnisse ae : ba, aq :cq, bg : cq schlechthin = 1 ist, 
und dafs folglich in diesem Falle die genannten Dop- 
pelverhältnisse ($. 4, II), wenn man darin q an die 
Stelle von d setzt, sich wie folgt vereinfachen: 


l. ac: be = 


4 


r 
j)» 
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: sin (ac) , sin (ag) 
sin (be) " sin (bgq)' 
ie sin (ab). sin (ag). 
f sin (cb) "sin (cgq) ’ 
ON sin (ab) . sin (ac) 
sin (gb) " sin (ge)' 

Durch jeden dieser letzteren drei Ausdrücke wird, 
wie man sieht, der Parallelstrahl q bestimmt, sobald 
irgend drei entsprechende Elementenpaare a,b,c und 
a,b,c gegeben sind. 

Wenn andererseits «) etwa der Strahl d in der 
Mitte zwischen a und b liegt, so ist das Verhältnifs 
sin (ad) : sin (bd) = 1, und daher hat man für den 
Fall, wo c und d zugeordnete Strahlen sind ($.4,8.): 

at, ad 


3. Den Mm (ac) : sin. (be), 
Wenn ferner: £) zwei Strahlen, etwa a und b, zu 
einander senkrecht sind, so ist sin (bc) = cos (ac), 


und sin (bd) = cos (ad), oder sin (ac) = cos (be), 
und sin (ad) = cos (bd), und daher hat man, wenn a 
und b als zugeordnet angenommen werden ($. 4, 8.): 


dD 
| BEE tg (ac) : tg (ad), oder 


De, ‚DD 
ac ad 
ran — tg (bd) : tg (be) 


II. Die vorstehenden Fälle geben, wie man bemer- 
ken wird, ein bequemes Mittel an die Hand, um den 
Werth eines gegebenen Doppelverhältnisses, sei das- 
selbe von vier Punkten .a, b, c,d, oder von vier Strahlen 
a,b,c,d abhängig, durch ein einfaches Verhältnifs dar- 
zustellen; oder auch umgekehrt, um beliebige Systeme 
von vier Punkten oder von vier Strahlen zu finden, de- 
nen ein Doppelverhältnifs zukommt, dessen Werth durch 


ein einfaches Verhältnifs gegeben ist. 
Denn 


| 
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Denn soll z. B. der Werth eines von den vier 
Punkten a,b, c,d, oder von den vier Strahlen a,b, c, d 
(Fig. 3.) abhängigen Doppelverbältnisses durch ein ein- . 
faches Verhältnifs dargestellt werden, so kann dies, zu- 
folge des Doppelsatzes in ($. 5.), wie folgt geschehen. 
Da nämlich einerseits die genannten vier Strahlen alle 
Geraden unter einerlei Doppelverhältnifs schneiden, so 
ist also nur nöthig eine Gerade A, so zu ziehen, dafs 


'sie entweder: 


a) die vier Strahlen so schneidet, dafs von den 
vier Durchschnittspunkten irgend einer in der Mitte 


zwischen zwei andern liegt (I, a.); dieser Bedingung 


kann die Gerade A, offenbar in 12 verschiedenen Rich- 
tungen genügen, weil nämlich der Durchschnitt jedes 
Strahls in der Mitte zwischen je zwei der drei übri- 
gen Durchschnitten liegen kann, mithin giebt es 12 
Systeme von parallelen Geraden, welche alle jene Be- 
dingung erfüllen; oder 

b) mit irgend einem der vier Strahlen parallel ist 
(I,b); dieser Bedingung kann also die Gerade A, in 
vier verschiedenen Richtungen genügen, oder es giebt 
vier Systeme von parallelen Geraden, welche alle diese 
Bedingung erfüllen; z. B. es sei die Gerade A, etwa 
mit dem Strahle c parallel, so werden also die Ver- | 
hältnisse 

6,0, : Mdı; Adi: ad; Ab: di, 

nach der Reihe, mit den Doppelverhältnissen in den 
obigen Ausdrücken ($. 4, II.) gleiche Werthe haben. 

Und da andererseits jeden vier Strahlen eines Strahl- 
büschels, welche durch die vier festen Punkte a, 6, c, d 
gehen, Doppelverhältnisse von einerlei Werth zugehö- 
ren, so ist, um der obigen Forderung zu genügen, nur 
nöthig den Mittelpunkt eines Strahlbüschels B, so an- 


zunehmen, dafs entweder: 


2 
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«) von den vier Strahlen a,, b,,.c,, d,, welche durch 
jene festen Punkte gehen, irgend einer in .der Mitte 
zwischen zwei anderen liegt (I, «.); unter ‚dieser Be- 
dingung ist der Ort des Mittelpunkts B,, im Ganzen, 
auf 12 bestimmte Kreise beschränkt, deren Mittelpunkte 
sänmtlich in der festen Geraden A liegen, was nachher 
(8. 8, III.) bewiesen wird; oder 

ß). dafs von den vier Strahlen a,, b,, c,, dı irgend 
zwei zu einander senkrecht sind (I, #); vermöge dieser 
Bedingung ist der Ort des Mittelpunkts B, offenbar auf 
diejenigen 6 Kreise beschränkt, welche die Abstände 
der vier festen Punkte a,b,c,d von einander, also die 
Strecken ab, ac, ad, be, bd und cd, zu Durchmes- 
sern haben. 

Harmonische Elemente. 

8. Es kann zweitens der besondere Fall eintre- 
ten, woin den vorhin erwähnten Ausdrücken ($. 7.) der 
Werth eines Doppelverhältnisses = 1 wird. 

I. Von den drei Ausdrücken ($. 4, II.) gestattet je- 
desmal nur einer die Annahme, dafs der Werth der 
darin enthaltenen Doppelverhältnisse = 1 werden könne, 
z. B. wenn sie sich auf (Fig. 1.) beziehen, so gestattet 
nur der Ausdruck ($. 4, 8.), in welchem die abwech- _ 
selnden Punkte, so wie die abwechselnden Strahlen 
einander zugeordnet sind ($. 4, b.), diese Annahme; 
‘dafs die beiden übrigen Ausdrücke diese Annahme nicht 
erlauben, fällt beim blofsen Anblick der Figur in die Au- 
gen. Wird in der 'That bei jenem ersteren Ausdrucke 
eines der beiden Doppelverbältnisse = 1 angenommen, 
so ist nolhwendiger Weise auch das andere = 1, so 
dafs man hat: 

ac ad sin (ac) sin (ad) ° 
- 


und daher zugleich: 
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ac ad sin (ac) _ sin (a sin (ad) 
oe be bo 2 sin be) sin sin (bd). oder 
4: che cb 3 sin (ca) sin’ (ch). 
RT ‘ sin(da) sin (db) b). 


woraus man: sieht, wie die gegenseitige Lage der bei- 
derseitigen vier. Elemente in diesem Falle beschaffen 


ist, nämlich: 


„In diesem Falle liegen’ die 
vier Punkte a,d,b,c so, dafs die 
Abstände zweier zugeordneten (a, b; 
oder d, €) von den zwei anderen 
gleiches Verhältnils zu einander 
haben‘ (proportional sind), d. h., 
dafs das Verhältnils der Abstände 
eines Punktes von zwei zugeord- 
neten Punkten, gleich ist dem in 
ähnlicher Bezichung genommenen 
Verhältnis der Abstände des ihm 
zugeordneten (vierten) Punktes 
von jenen zwei Punkten.” 


„In diesem Fälle liegen die 
vier Strahlen a,.d,b,c so, dafs 
die Sinufse der Winkel, welche 
zwei zugeordnete (a,b, oder d,c) 
mit den zwei anderen einschlies- 
sen gleiches Verhältnifs zu einan- 
der haben, d. h., dafs das Ver- 
hältnils der Sinufse der Winkel, 
welche ein Strahl mit zwei zu- 
geordneten Strahlen einschliefst, 
Re ist dem in ähnlicher Be- 
ziehung genommenen Verhältnils 
der Sinufse der Winkel, welche 
der vierte Strahl mit jenen zweien 
einschlielst.” 


Unter diesen Bedingungen heifsen die vier Punkte 


0,d,6,c „vier harmonische Punkte,” 


und die vier 


Strahlen a,d,b,c „vier harmonische Strahlen.”*) 
Ferner sollen in diesem Falle je zwei zugeordnete 
Punkte (a und b, c und d) oder Strahlen (a und b, 
eund d) fortan „zugeordnete harmonischePunkte 
oder Strahlen” genannt werden. 

Dafs die neben einander stehenden Gleichungen 
(2.) zugleich statt finden, kann hiernach ‘mit Worten 
wie folgt ausgesprochen werden: 


. @) „Wenn bei zwei projectivischen Gebil- 
/ 


sin 

*) Lahire nennt in seinem Traite des sections coniques vier 
ölche ‚Strahlen „„harmonicales,” und Brianchon nennt sie in seiner 
‚ben erwähnten Schrift ‚‚faisceau harmonique.” 


2%* 
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den A, Birgend vier Elemente des einen Ge- 
bildes harmogisch sind, so sind auch die ih- 
nen entsprechenden vier Elemente des ande- 
ren Gebildes harmonisch.” 

Dieser Satz läfst nicht nur eine einfache Umkeh- 
rung zu, sondern es findet in dieser Hinsicht folgendes. 
statt. Da nämlich dieLage von vier harmonischen Ele- 
menten so beschaffen ist, dafs durch je drei derselben, 
wofern angegeben ist, welche zwei davon einander zu- 
geordnet sein sollen, offenbar das vierte unzweideulig 
bestimmt ist, z. B. wenn a,6,c oder a,b,c gegeben, 
und zwar a und 5, oder a und b einander zugeordnet 
sind, so ist d oder d genau bestimmt (8.6,1.); und da 
ferner die projectivische Beziehung zweier Gebilde A,B 
durch irgend drei entsprechende Elementenpaare, die 
nach Willkühr angenomnien‘ werden dürfen, bestimmt 
ist (8. 6, 2.): so werden also die Gebilde A, B, in An- 
sehung der beiderseitigen harmonischen Elemente a,d,b,c 
und a,d,b,c, nicht nur auf eine Art, wenn elwa die 
‚gleichnamigen Elemente einander entsprechen, projecti- 
visch sein können, sondern vielmehr in allen Fällen, 
wo irgend zwei zugeordnete harmonische Elemente des 
einen Gebildes irgend zwei zugeordneten harmonischen 
Elementen des anderen Gebildes entsprechend angenon- 
men werden, also in8Fällen, weil nämlich unter dieser Be- 
dingung die vier Strahlen den vier Punkten a, d, b,c in folgen- 
den 8 verschiedenen Rangordnungen entsprechen können: 

adbe bdac. dacb cadb 
acbd bead dbca cbda 

Demnach bat man den nachstehenden Salz: 

ß) „Sind in jedem von zwei Gebilden A, B 
irgend vier harmonische Elemente gegeben 
und man läfst diese Elemente, nach irgend ei 


ner Ordnung genommen, einander paarweise 
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entsprechen, jedoch so, dafs irgend zwei zuge- 
ordnete harmonische Elemente des einen Ge- 
bildes auch zwei zugeordnete harmonische 
Elemente des anderen Gebildes entsprechen, 
welches auf acht verschiedene Arten statt 
finden kann, so sind die Gebilde, in Anschung 
der jedesmaligen vier Elementenpaare, pro- 


jeetivisch.” 


II. Statt der obigen allgemeinen Sätze in ($. 5.), 
hat man im gegenwärtigen Falle, wo die jedesmaligen 
vier Eleniente harmonisch sind, folgende Sitze (I, «.): 


„Jede vier Strahlen, die 
von irgend einem Mittel- 
punkt aus durch vier feste 
harmonische Punkte a,d,b,e 
sehen, sind harmonisch.” 
‚Oder: 

„Vier harmonische Punk- 
te-bestimmen mit jedeman- 
deren Punkte vier harmo- 
nische Strahlen” *). 


„Jede vier Punkte, in 
welchen irgend eine Ge- 
rade von vier festen har- 
monischen Strahlen a,d,b,c 
geschnitten wird, sind har- 
monisch.” Oder: 

„Vier harmonischeStrah- 
len schneiden jede Gerade 
in vier harmonischenPunk- 
ten” *), 


II. In Betracht der gegenseitigen Lage, welche vier 
harmonische Elemente unter sich haben können, finden 
folgende Umstände statt. 

Wenn vier harmonische Punkte 4,d, B, c, von de- 
nen a und 6, c und d einander zugeordnet sind, nach 
der Ordnung, wie (Fig. 3.) sie vorstellt, auf einander 
folgen, mufs nothwendig d näher bei bals bei a liegen 
(I, 2.), weil dies offenbar für c der Fall ist; und um- 
gekehrt, wenn d näher bei 5 als bei a ist, so muls < 
nothwendig allemal jenseits 6 liegen; oder wäre d näher 
bei a als bei 6, so müfste nothwendiger Weise c dies- 


*) Das Wesentliche der obigen Sätze hat Carnot in seinem 
Essai sur la theorie des transversales zuerst gegeben. Einen Theil 
davon haben schon die Griechen gekannt (Pappus, Collec. Mathem 
libr. VII, Propos. CXLV.) 
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seits a liegen. Ebenso: ist für ‚die 'gegenwärlige, Auf- 
einanderfolge ‚der Punkte erforderlich, dafs ‚6: näher bei 
d als beicc liegt. Da das Verhältnifs ac: bc gleich (ab+ &0) 
De EM rl so sieht man, dals, wenn man die zu- 
geordneten harmonischen Punkte a, 6 festhält, yaahreud 
man in Gedanken € von: 5 fortrücken läfst, der Werth 
dieses Verhältnisses alsdann immermehr der 1 sich nä- 
hert, je weiter c sich von b, entlernt, und dafs daher 
d sich gleichzeitig immermehr der Mitte m des festen 
Abstandes ad nähert, weil das Verhältnifs ad: bd. stets 
jenem Verhältnifs gleich sein mufs.. Läfst man endlich 
den unendlich entfernten Punkt q der Geraden A an 
die Stelle von c treten, so wird das genannte Verhält- 
nils 1 + In da 'bq ucheilich grofs ist, ‚ schlechthin 
= l,-und. dann: mufs: nothwendiger Weise d sich in 
der genannten Mitte ım befinden. Denkt man sich fer- 
ner die Punkte a, 6 fest, und läfst jetzt c je mehr und 
mehr dem 5 sich näheren, so nähert sich offenbar auch 
d den b, und wenn endlich € sich mit b vereiniget, so 
vereiniget sich zugleich d mit ihnen beiden. Gleicher- 
weise können sich € und d. immermehr dem anderen 
festen Punkte a näheren, bis sie sich endlich gleich- 
zeilig mit ihm vereinigen. 

Andererseits folgt, dafs, wenn der Strahl d mit den 
zugeordneten harmonischen Strahlen a, b gleiche Win- 
kel einschliefst, so dals das Verhältnifs sin (ad): sin (b.d) 
=], dann auch, sin (ac): sin (be) = 1 ist (I, 2.), und 
daher auch c mil a und b gleiche Winkel einschliefsen 
muls, und dafs dann folg glich d und ce in diesem Falle 
zu, einander rechtwinkelig, sind. (weil; sie die Winkel 
zwischen a und: b .hälften). : Ferner: folgt hier äbnli- 
cherweise, wie’ vorhin bei den vier harmonischen Punk- 
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ru 


ten, dafs, wenn a'und b fest sind, während e sich dem 
b nähert, bis er endlich mit ihm zusammenfällt, dann 
gleichzeitig auch d sich mit ihnen beiden  vereiniget ; 
und dafs eben so c und d sich‘ gleichzeitig mit dem 
anderen festen Strahle a vereinigen können. r 
Aus: dieser Betrachtung fliefsen folgende Sälze: 


a) „Zuirgend zwei festem 


Punkten 9b einer Geraden 
A, giebt es unzählige Paare 


zugeordneterharmonischer 


Punkte d,6, und namentlich 


ist der ‚in..der Mitte zwi-. 


schen @ und 5 liegende 
Punkt und der unendlich 
entfernte Punkt 9 der Ge- 
raden A ein solches Paar; 
und ferner ist in jedem der 
beiden Punkte a,b selbst 
ein solches Paar verei- 
niget.” 

2) „Zu irgend einem fe- 
stenPunktmeiner Geraden 
A und zu dem unendlich 
entfernten Punkte gq der- 
selben, giebt es unzählige 
zugeordnete harsanigehe 
Duaktounnare, wie etwa 
a,b, und zwar sind je zwei 
solche Punkte gleich weit 
von jenem festen Punkte 
m entfernt,und umgekehrt, 
je zwei. Punkte, welche 
sleich weit von jenem fe- 
sten Punkte entfernt sind, 
sind ein solches Paar.” 


y) „Liegt von vier harmo- 
nischen Punkten einer in 
der Mittte zwischen zwei 
einander zugeoreneten, so 
ist sein zugeordneter un- 
endlich entfernt, und um- 


@) „huirgend zwei'festen 
Strahlen a,b eines Strahl- 
büschels B, giebt es un- 
zählige Paare zugeordne- 
ter harmonischerStrahlen 
d,e, und namentlich sind 
die zwei Strahlen, welche 
die von jenen Strahlen ein- 
geschlossenen Winkelhälf- 
ten,. mithin zu. einander 
senkrecht sind, ein solches 
Paar; und ferner ist mit je- 
dem der Strahlen ab ein 
solches Paar vereiniget.” 


P) „Zuwirgendzwei zu ein- 
ander senkrechten und fe- 
sten Strahlen, etwa c,d, ei- 
nes ebenen Strahlbüschels 
B, giebt es unzählige zuge- 
ordnete harmonische Strah- 
lenpaare, wieetwa a,b, und 
zwar sind je zwei solche 
Strahlen gleich weit von 
jedem der zwei festen 
Strahlen entfernt, und um- 
gekehrt, je zwei Strahlen, 
deren Winkel von jenen 
zwei.festen Strahlen ge- 
hälftet werden, sind ein 
solches Paar.” 


y) „Schliefst von vierhar- 
monischen Strahlen einer 
mit zwei einander zugeord, 
neten gleiche Winkel ein, 
so thut sein zugeordneter 
ein Gleiches, und umge- 
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gekehrt: ist von den vier kehrt: sind zwei zugeord- 
Punkten einer unendlich nete Strahlen zu einander 
entfernt, so liegt sein zu- senkrecht, so hälften sie 
geordneter in der Mitte die von den beiden ande- 
zwischen denzwei übrigen ren Strahlen eingeschlos- 
Punkten.” ‚senen Winkel.” 

Die letzten Sätze (y), welche eigentlich schon in 
(«.) und (?.) enthalten sind, sind deshalb nochmals deut- 
licher ausgesprochen worden, weil sie sich auf die ein- 
fachsten Fälle von vier harmonischen Elementen be- 
ziehen; Fälle, die öfter vorkommen. und unter gewis- 
sen Umständen, wie leicht zu erachten, Bequemlichkeit 
und Vortheile gewähren. Solche einfache Fälle lassen 
sich, wenn beliebige vier harmonische Elemente gege- 
ben sind, zufolge der obigen Sätze (II.), wie folgt, dar- 
stellen (vergl. 8. 7, IL). Sind irgend vier feste harmo- _ 
nische Punkte a,d, b, c gegeben, und sollen vier Strah- 
len a,, d, bı,c,, eines Strahlbüschels B, durch dieselben 
gelegt werden, welche sich in dem genannten einfa- 
chen Falle hefinden, d. h., von welchen zwei zugeord- 
nete zu einander senkrecht sind, oder was auf dasselbe 
hinausläuft (y.), von denen einer mit zwei zugeordneten 
gleiche Winkel einschliefst, so ist unter diesen Bedin- 
gungen offenbar der Ort des Mittelpunkts B, des Strahl- 
büschels auf zwei bestimmte Kreise beschränkt, deren 
Durchmesser die Abstände ab, cd der zugeordneten 
festen harmonisehen Punkte sind, und zwar ist der Mit- 
telpunkt B, auf den ersten oder auf den letzten Kreis 
beschränkt, je nachdem die Strahlen a, und b,, oder 
c, und d, zu einander senkrecht sind, oder mit den 
jedesmaligen anderen Strahlen gleiche Winkel ein- 
schliefsen. — Sind andererseits irgend vier feste har- 
monische Strahlen a, d,b, c gegeben, und soll man 
sie durch eine Gerade A, in vier Punkten schnei- 
den, welche den genannten einfachen Fall. darstellen, 
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so kann die Gerade A, dieser Bedingung offenbar in 
vier verschiedenen Richtnngen genügen, denn ist sie 
mit einem der vier festen Strahlen parallel, also einer 
ihrer Durchschnitte unendlich entfernt, so liegt dessen 
zugeordneter in der Mitte zwischen den zwei übrigen; 
und umgekehrt, liegt ein Durchschnitt in der Mitte zwi- 
schen zwei einander zugeordneten, so ist sein zugeord- 
neter unendlich entfernt (y.) und mithin die Gerade A, 
dem entsprechenden Strahle parallel. Aus dieser Be- 
trachtung zieht man folgende Sätze: 

6) „Wenndurch beliebige 
vier feste ‚harmonische 


Punkte 0,d,5,c vier solche 
Strahlen eines Strahlbü- 


6) „Wenn von beliebigen 
vier festen harmonischen 
Strahlen a,d,b,c, eine Ge- 
rade A, in vier solchen 


schelsB; gehen sollen, von 
denen das eine Paar zuge- 


ordnete die vondem ande- 


ren Paar eingeschlossenen 
Winkel hälften (z.), so ist 
der Ort des Mittelpunktes 
B, des Strahlbüschels auf 
zwei bestimmte Kreise be- 
schränkt, welche die Ab- 
stände ab, cd der sich zuge- 
ordneten festen Punktevon 
einander zu Durchmessern 


haben”*). 


Durch den letzteren Satz 


Punkten geschnitten wer- 
den soll, dals von zwei zu- 
geordneten Punkten der 
eine unendlich entfernt 
und der andere inderlNitte 
zwisehen den zwei übri- 
sen Punkten liegt, so muls 
die Gerade A, mit irgend 
einem der vier festen 
Strahlen parallel sein, 
und umgekehrt, ist sie mit 
einem der letzteren paral- 
lel, so finden allemal jene 
Bedingungen statt.” 


links ist die Richtigkeit der 


obigen Behauptung ($. 7, U, «.) dargethan. 


*) Aus diesem Satze lassen sich unmittelbar noch eine Reihe 


anderer Sätze herleiten, als z. B. 


„Wenn die Endpunkte 


nachfolgende: 
a,b der Grundlinie eines 


Dreiecks aBb (Fig. 4.) fest sind, und wenn die Gerade 
d oder c, welche den Winkel an der Spitze oder des- 
sen Nebenwinkel hälftet, stets durch einen dritten fe- 
sten Punkt d oder € der Grundlinie geht, so ist der 
Ort der Spitze B des Dreiecks ein bestimmter Kreis, 


4 
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Wenn man also durch die Spitze eines beliebigen 
Dreiecks zwei Strahlen zieht, wovon der eine durch 
die Mitte der Grundlinie geht, und der andere mit der 
Grundlinie parallel ist, so sind dieselben zugeordnete 
harmonische Strahlen zu: en zwei N eg Seiten des 
Dreicks. 

IV. Das seinen Gesetz, dem alle Punk- 
tenpaare (d,c) oder Strahlenpaare (d, c) unterworfen 
sind, welche in Bezug auf zwei feste Punkte a,b oder 
Strahlen a,b (Fig. 1.) zugeordnete harmonische Punkte 
oder Strahlen sind, läfst sich folgendermaflsen genauer 
bestimmen. 

Aus den obigen Andrea 12.3: 

ad ‚ac. sin sin (ad) _ sin (ac) 

N BDA SEE em sin, (bd) sin (be)’ 
durch. welche die harmonische Lage der een 
vier Flemente bedingt wird, folgt unmittelbar, wenn 
nämlich der Punkt m in der Mitte zwischen a und b 
und der Strahl:h in der Mitte zwischen a und b liegt: 


welcher den Abstand de des dritten festen Punktes d 
odere von demjenigen Punkte c oder d, der in Bezug 
auf die zwei genannten Endpunkie 4,5, sein zugeord- 
neter harmonischer Punkt ist, zum Durchmesser hat.“ 

In diesem Falle, wo die Strahlen d,c die von den Strahlen 
a, b eingeschlossenen Winkel hälften, hat man bekamntlich: 

Ba:Bb =ad:bd =ac:be, 
dad umgekehrt, wenn diese Verhältnisse gleich sind, so findet 
jene VORAB statt. Daher folgt ferner der rem be- 
kannte Satz. 

„Wenn die Endpunkte 4b der Erumdlini« eines 
Dreiecks aBb fest sind, und wenn das Verhältnils 
Ba:Bb der beiden übrigen Seiten gegeben ist, so ist 
der Ort der Spitze B des Dreiecks ein Kreis, dessen 
Mittelpunkt in der genannten Grundlinie liegt, und 
zwar sind die Endpunkte dieser Grundlinie zu den 
Endpunkten (d,e) des in ihr liegenden Durchmessers 
des Kreises zugeordnete harmonische Punkte; und 


' & 


am+md _ amtme, 
bm— md mem 


Harmonische Elemente, 


‚sin(ah+hd) 
sin(bh—hd) 
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‚„.sin(ah+he) 
"sin(ch—bh)’ 


und daraus folgt ferner durch bekannte Veränderungen: 
mwd.m=me—mb?; ‚tschd).. tsicheymlg(aby5- tgebh)?, 


das heist: 


Bei Di ca vier harmo- 
nischen Bunktengiß;bse ist 
das Rechteck{md. me) nnter 
den Abständen zweier zu- 
geordneten Punkte (d,0) von 
demjenigen Punkte (m), wel- 
cher in der Mitte zwischen 
den’zwei übrigen Punkten 
(a,b) liegt, gleich dem’Qua- 
drat des halben Abstandes 
(na, mb) der letzteren Punk- 


Strahlen 


„Bei vier harmonischen 
Strahlen °a,d,b, e ist das 
Produkt (tg(hd).tg (he)) der 
Tangenten der Winkel, wel- 
che zwei ' zugeordnete 
(d,e)' mit‘ dem 
Strahle ch) einschliefsen, 
der in der Mitte zwischen 
den zwei übrigen Strahlen 
(a,b) liegt, gleich'der zwei- 
ten Potenz der Tangente 


des’ halben Winkels ((ha), 


te von einander.” 
(hb)), welehen die letzten 
Strahlen einschliefsen.” 


ferner: 


die zwei Geraden (d, ce), welche die Winkel 
an der Spitze des Dreiecks hälften, gehen stets durch 
zwei feste Punkte, nämlich durch die Endpunkte (, e) 
des genannten Durchmessers.” Und umgekehrt: 

Niwsnii man in einem schwanken cd eines Krei- 
sesirgend zwei. Punkte a,b, die in Bezug auf desseu 
Brrdpuäkte od, zugeordnete harmonische Peukts sind, 
so haben je zwei Gerade aB, bB, welche üinselhen 
mit irgend einem Punkte B des Kreises verbinden, ei- 
nerlei Verhältnifs, und zwar verhalten sie sich alle- 
mal wie die Abstände der angenommenen Punkte von 
dem einen oder dem anderen Endpunkte des Durehmes- 
sers, also wie ad : bDd, oder wie ac: be; und ferner: die 
zwei Geraden Bd, Be, welche den jedesmaligen Punkt 

B im Kreise mit den Endpunkten des genanntenDurch- 
 messers verbinden, hälften die von jenen ersten zwei 
Geraden eingeschlossenen Winkel” 

Es liefsen sich hier. leicht noch: mancherlei Folgerungen über 
harmonische Punkte, und harmonische Gerade in Bean auf den 
Kreis anschliefsen, allein da sich dieselben Eisenschaften in der 
Folge für alle Kegelschnitte zugleich beweisen "lhlden, so ist es 
zneplanslsidh sie bis dahin zu verschieben. . 
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" Oder: 
„Für alle Punktenpaare, _ 
die inBezug auf zwei feste 


Punkte (9b) zugeordnete 
harmonische Punkte sind, 
ist 1) das Rechteck unter 
ihren Abständen von dem- 
jenigen Punkte m, welcher 
in der Mitte zwischen den 
festen Punkten liegt, von 
beständiger Grölse, ‘und 
zwar gleich dem Quadrat 


des halben Abstandes der, 


festen Punkte von einan- 
der; und 2) je zwei solehe 
Punkte liegen jedesmal 
aufeinerlei Seite des ge- 
nannten Punktes m; und 
umgekehrt: jedezweiPunk- 
te, welche diesen beiden 
Bedingungen zugleich ge- 
nügen, sind zugeordnete 
harmonische Punkte in Be- 
zug auf die genannten zwei 
festen Punkte.” 


„Für alle Strahlenpaare, 
die in Bezug auf zwei fe- 
ste Strahlen (a, b) zugeord- 
nete harmonische 'Strah- 
len sind, ist 1) dasProdukt 
der Tangenten der Winkel, 
die sie mit dem Strahble h 
einschliefsen, der ‘in der 
Mitte zwischen den festen 
Strahlenliegt,von beständi- 
gerGrölse,und zwargleich 
der zweitenPotenz derTan- 
gente des halben Winkels, 
welchen die festen Strah- 
len einschliefsen; und 2) 
beide Strahlen liegen je- 
desmal auf einerlei Seite 
des genannten Strahles h; 
und umgekehrt: jede zwei 
Strahlen, welche diesen 
beiden Bedingungen zu- 
gleich genügen, sind zuge- 
ordnete harmonische Stra)h- 
len in Bezug auf die ge- 
nannten zwei festen Strah- 
len.’ 


Zwei und mehrere Gerade, und zwei und mehrere 
„ebene Strahlbüschel. 

9. Der Gegenstand der bisherigen Betrachtung be- 
traf blofs die zwei Gebilde B, A, nämlich einen ebenen 
Strahlbüschel B und eine Gerade A, die sich in sol- 
cher Beziehung entgegengesetzt waren, dafs ihre Ele-. 
mente einander auf bestimmte Weise entsprachen, und 
dadurch einem bestimmten Gesetze unterworfen waren, 
und wobei die Gebilde projectivisch genannt wur- 
den. Die weitere Betrachtung wird sich nun auf die 
Untersuchung der gegenseitigen Beziehung ausdehnen, 
welche einerseits zwischen zwei Geraden, die mit dem- 
selben Strahlbüschel projectivisch sind, und anderer- 
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seits zwischen zwei Strahlbüscheln die mit derselben 
Geraden projectivisch sind, und welche ferner zwischen 
mehreren Gebilden, Geraden und Strahlbüscheln, die 
unter einander projectivisch sind, statt finden. 

I. Sind zwei Gerade A, A, (Fig. 8.) mit einem 
und demselben Strahlbüschel B projectivisch, so 
dafs also bestimmte Punkte a,b, 6d,..... in der Gera- 
den A und bestimmte Punkte a,, b,, C1, du»... in der 
Geraden A, auf bestimmte Weise ($. 2.) unter einem 
bestinimten Gesetze ($. 4.) den Strahlen a,b, c, d,..... 
des Strahlbüschels B entsprechen, so sollen je zwei 
Punkte a und a,, Bb und b,, ce und c, u. s. w. der Ge- 
raden, welche deniselben Strahl des Strahlbüschels ent- 
sprechen, ebenfalls „entsprechende Punkte” heilsen, 
und die Geraden sollen, in Bezug auf das ganze Sy- 
stem ihrer entsprechenden Punktenpaare, fortan „pro- 
jectivisch” genannt werden. Und wenn die projecti- 
vischen Geraden A, A, solche besondere Lage haben, 
dafs beide zugleich mit dem Strahlbüschel B_perspecti- 
visch sind ($. 2.), dafs nämlich jeder Strahl des Strahl- 
büschels durch die ihm entsprechenden Punkte beider 
Geraden geht, wie etwa in (Fig. 7.), dann sollen die 
Geraden ebenfalls „perspectivisch” genannt werden, 
und dann heifst der Punkt B „Projectionspunkt.” 
Jede andere Lage der Geraden, die nicht perspecti- 
visch ist, soll „schiefe Lage” heifsen. Ferner sollen 
sowohl bei der schiefen, als bei der perspectivi- 
schen Lage der Geraden A, A,, die Strahlen a,b, c, 
RE oder diejenigen Geraden aa,, db,, Ctı,....., die 
durch entsprechende Punkte gehen, „Projections- 
strahlen” genannt werden. Bei der perspectivischen 
Lage’ der Geraden A, A, (Fig. 7.) gehen also alle Pro- 
jectionsstrahlen durch einen bestimmten Punkt, durch 
den Projectionspunkt B, und bilden das genannte Strahl- 


30 Von proj. Geraden u, eben. Strahlb. ind. Ebeue. 9. 


büschel B, bei der schiefen Lage dagegen (Fig. 9.), 
treffen sie nicht in einem Punkte zusammen, sondern 
sie sind einem anderen sehr merkwürdigen Gesetze un- 
terworfen, welches im dritten Kapitel näher untersucht 
werden wird. er 

Bei zwei projectivischen Geraden A, A, ist ferner 
die Eigenthümlichkeit der Parallelstrablen in Erwähnung 
zu bringen. Befinden sich z. B. die Geraden mit dem 
Strahlbüschel B, und also auch unter sich, in perspec- 
tivischer Lage (Fig. 7.), und sind q,r diejenigen Strah- 
len, die mit den Geraden parallel sind, also die Pa- 
rallelstrahlen ($. 2.), so entspricht mithin der Punkt 
dı in der Geraden A, dem unendlich entfernten Punkte 
ga der Geraden A, und ses entspricht der Punkt r in 
der Geraden A dem unendlich entfernten Punkte r, der 
Geraden A,. Die zwei Punkte q,, r sollen fortan „die 
Durchschnitte der Parallelstrahlen” genannt wer- 
den. Es ist klar, dafs, wenn auch die Geraden A, A, 
in schiefe Lage gebracht werden: (Fig. 9.), dann die 
Projectionsstrahlen p, r oder 9,9, tr, immerhin mit ih- 
nen parallel bleiben ($.2.), wefshalb letztere alsdann 
immer noch Parallelstrahlen heifsen sollen. 

Endlich ist noch zu bemerken, dafs, wenn die Ge- 
raden A, A, perspectivisch sind (Fig.7.), dann in ihrem 
Durchschnittspunkte (ee) zwei entsprechende Punkte 
e,e, vereinigt sind, indem nämlich der Projectionsstrahl 
e offenbar beide ‚Geraden zugleich in jenem Punkte 
schneidet. 

I. Sind zwei Strahlbüschel B,B, (Fig. 11.) mit 
einer und derselben Geraden A projectivisch, so 
dafs also bestimmte Strahlen a,b, c, d,..... des Strahl- 
büschels B, und bestimmte Strahlen a,,b,, c,, dy, ..... 
des Strahlbüschels B, der Reihe nach bestimmten Punk- 
ten 0,8, d,..... der Geraden A, auf die: oben ($. 2.) 
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festgesetzte Weise, entsprechen, so sollen die Strahlen- 
paare a und a, bundb,, cundc,, u. s. w. der Strahl- 
büschel, welche demselben Punkte der Geraden A. ent- 
sprechen, ebenfalls „entsprechende Strahlen” hei- 
{sen, und die Strahlbüschel selbst sollen, in Beziehung 
auf das ganze System. ihrer entsprechenden Strahlen- 
paare, fortan „projectivisch” genannt werden. Und 
wenn zwei projectivische Strahlbüschel B, B, solclıe 
besondere Lage haben, dafs beide zugleich mit der Ge- 
raden A perspectivisch sind, dafs nämlich in jedem 
Punkt der Geraden die zwei ihm entsprechenden Strah- 
len einander schneiden, wie etwa in (Fig. 10.), oder 
auch in (Fig. 5.), dann sollen die Strahlbüschel ebenfalls 
„perspectivisch” heifsen, und dann soll die Gerade 
A ihr „perspectivischer Durchschnitt” ‘genannt 
werden. Jede andereLage der Strahlbüschel B,B,, wo 
diese nicht perspectivisch sind, soll „schiefe Lage” 
heifsen. 

Bei zwei projectivischen Strahlbüscheln B,B, giebt 
es, im Allgemeinen, unter der unzähligen Menge ent- 
'sprechender Strahlenpaare, zwei bestimmte Paare, die 
sich vor allen übrigen auf eigenthümliche Weise aus- 
‚zeichnen, nämlich dadurch, dafs sowohl die zwei Strah- 
'len des einen als die des anderen Strahlbüschels zu 
‘einander rechtwinklig sind. Befinden sich z. B. die 
'Strahlbüschel in perspectivischer Lage (Fig. 10.), so ist 
"im Allgemeinen nur ein einziger Kreis unter den Be- 
‘dingungen möglich, dafs er durch die MittelpunkteB, B, 
(beider Strahlbüschel gehe, und dafs sein Mittelpunktm 
in dem perspectivischen Durchschnitt A liege. Sind 8, t 
die Durchschnitte dieses Kreises m und der Geraden 
A, so besitzen offenbar die zwei Strahlenpaare s und s,, 
t und t,, die jenen zwei Punkten entsprechen, die vor- 
erwähnte Eigenthünlichkeit, da nämlich sowohl s und t, 
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als s, und t, rechte Winkel ($Bt, SB,t, Winkel im 
Halbkreise) einschliefsen, und es folgt ferner, dafs die-. 
sen zwei Strahlenpaaren nur allein die genannte Ei- 
genthümlichkeit zukomme. Da diese Eigenschaft nicht 
von der Lage der Strahlbüschel abhängig ist, so findet 
das Nämliche statt, wenn sich die letzteren in schiefer 
Lage befinden (Fig. 11.). Die zwei Strahlenpaare s,t und 
s,, t,, sollen fortan „die Schenkel der entsprechen- 
‘den rechten Winkel” heifsen. 

Noch mag bemerkt werden, dafs wenn zwei Strahl- 
büschelB, B, perspectivisch sind (Fig. 10.), dapn allemal 
zwei entsprechende Strahlen e,e, aufeinander fallen, näm- 
lich dieser vereinigte, oder gemeinschaftliche, Strahl 
(ee,) ist derjenige, welcher durch die Mittelpunkte 
B,B, der Strahlbüschel geht. 

10. Bei projectivischen Geraden und bei projecti- 
vischen Strahlbüscheln kann zunächst nach den Ge- 
setzen gelragt werden, welchen ihre entsprechenden 
Elementenpaare unterworfen sind. 

Da zwei projectivische Gerade A, A,, zufolge der 
obigen Erklärung ($. 9, I.), mit einem und demselben 
Strahlbüschel B projectivisch sind, so folgt vermöge 
(8. 4, oder $. 6.) sogleich, dafs zwischen irgend vier 
entsprechenden Punktenpaaren.beider Geraden ein be- 
stimmtes Gesetz statt finden müsse. Denn sind a,b,c,d 
irgend vier Strahlen des Strahlbüschels B, und sind 
a,6,6,d und a,, b,; Cı, dı die ihnen entsprechenden 
Punkte in den Geraden A und A,, so sind gewisse, 
von jenen Strahlen abhängige Doppelverhältnisse, so- 
wohl gleich bestimmten Doppelverhältnissen die von 
den vier ersteren Punkten, als auch gleich bestimmten 
Doppelverhältnissen die von den vier letzteren Punkten 

abhängen, folglich müssen auch die letzteren Doppel- 
Ver- 
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verhältnisse gleich jenen sein, die sich auf die vier erste- 
ren Punkte beziehen, und folglich ‚hat man ($. 4, I.): 


at © 

1% Beer 
ab ad 

i Kia reNeen 
ab ac 

en DB de 


Da andererseits 


Al , Aıdı 
b,c b,dı 
audi Ad 
ah adı 
ab, , un 
6 dic 


zwei projectivische Strahlbüschel 


B, B, mit einer und derselben Geraden A projectivisch 
sind, so folgt ähnlicher Weise wie vorhin, dafs zwi- 
schen je vier entsprechenden Strahlenpaaren a,b, c, d 
und a,, bı,cı,d, beider Strahlbüschel ein bestimmtes 


Gesetz statt finden müsse, 


nämlich dafs folgende von 


diesen Strahlen abhängige Doppelverhältnisse gleich 


sind ($. 4, IL): 


4 sin (ac) sin (ad) __sin(a,cı)  sSin(a,dı,) 

“ sin (be) ' sin (bd) " sincb,c,) ' sin(b,d,)’ 

5 sin (ab) , sin (ad) _ sin(a,)bı) . sin (a, dı) 

1. sin (cb) sin (cd)  sin(c,b,) " sin(e,d,)’ 
6 sin (ab) sin (ac) hi sin(a,b,) sin (a,cı) 

" sin(cb) " sin(de) sin(d,b,) " sin (dıc,)' 


Diese Gesetze (I, II.) lassen sich, wie folgt, mit 


Worten aussprechen: 


a) „Bei'zwei projectivi- 
schen Geraden A,A, haben 
jede vier entsprechende 
Punktenpaare a und q,, bund 
b,, eunde,, dundd,, solche 
‚gemeinschaftliche Bezie- 
hung zu einander, dafs die 
drei Doppelverhältnisse, 
die aus den gegenseitigen 
Abständen der vier Punkte 
in der einen Geraden zu- 


\ 

«) „Bei zwei projectivi- 
schen Strahlbüscheln B,b, 
haben jede vier entspre- 
chende Strahlenpaareaund 
a,, bundb,, cundc,, dundd, 
solche gemeinschaftliche 
Beziehung zueinander, dafs 
die drei Doppelverhältnis- 


se, die aus den Sinufsen 


der Winkel zwischen den 


vier Strahlen des ‘einen 


3 
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sammengesetzt sind,gleich Strahlbüschels zusammen- 
sind den drei Doppelver- gesetzt sind, gleich sind 
hältnissen, die sich aus den drei Doppelverhält- 


den gegenseitigen Abstän- nissen, die sich aus den Si- 


den der vier Punkte in der nulsen der Winkel zwi- 

anderen Geraden zusam- schen den vier Strahlen 

mensetzen lassen.” desanderenStrahlbüschels 
| zusammensetzen lassen.” 


Es ist wesentlich zu bemerken, dafs bei den drei 
Ausdrücken (I.) die vier Punkte in der einen Geraden. 
auf entsprechende Weise einander zugeordnet ($. 4.) 
sind, wie die vier Punkte in der anderen Geraden, 
und dafs ferner die gegenseitige Lage der einander zu- 
geordneten Punktenpaare ebenfalls in beiden Geraden 
übereinstimmend ist, nämlich in dem Ausdrucke (1.), 
bezogen auf (Fig. 7, oder 8.), folgen die zugeordneten 
Punktenpaare (a und b, c und d; a, und b,, c, und d,); 
sowohl in der einen als in der andern Geraden ab- 
wechselnd aufeinander ($.4,6.), und in den Ausdrü- 
cken (2, 3.) folgen die zugeordneten Punktenpaare 
(a und c, 6b und d; a, und c,, b, und d,; oder a und d, 
6 und c; a, und d,, 5, uud c,),sowohl in der einen 
als in der anderen Geraden nacheinander (8.4, a.). 
Dafs diese Uebereinstimmung der gegenseitigen Lage 
der zugeordneten Punktenpaare in beiden Geraden im- 
mer statt finde, folgt daraus, dafs zwischen jeder Ge- 
raden und dem Strahlbüschel B, mit welchem beide 
projectivisch sind, eine ähnliche Uebereinstimmung ob- 
_ waltet (Ende $. 4.), wodurch denn jene nothwendiger. 
Weise bedingt wird. 

Ganz ebenso wird man andererseits in den Aus- 
drücken (II.), in Hinsicht: der Zusammenordnung und 
der gegenseitigen Lage der zugeordneten Strahlenpaare 
in den zwei Strahlbüscheln B, B,, eine gleiche Ueber- 
einstimmung wahrnehmen, 


10. Mehrere Gerade u. mehrere Strahlb. 35 


Vermöge dieser Uebereinstimmung und vermöge 
der obigen Ausdrücke (I, II.) selbst folgt also, dafs, 
wenn von den 8 Elementen, auf die sich einer dieser 


‚ Ausdrücke bezieht, irgend 7 gegeben sind, dann das achte 


Element dadurch ganz unzweideutig bestimmt sei. Denn 
sind z. B. die 7 Punkte a,6,6,d; a,, d, gegeben, so 
ist der Werth des Verhältnisses a, dı : 8,dı durch die 
drei übrigen Verhältnisse eines der drei Ausdrücke 
(I) gegeben, nun könnte aber der gesuchte Punkt d, 


diesem Werthe in zwei verschiedenen Lagen genügen, 


und zwar wobei er das eine Mal zwischen und das 
andere Mal jenseits der festen Punkte a,, b, läge, 
allein da die gegenseitige Lage der vier Punkte a,, b,, 
(1,0, mit der der vier Punkte a, 6, c,d übereinstimmend 


‚sein mufs, so wird dadurch entschieden, welche von 


j 


den zweiLagen dem Punkte d, nur allein zukonmen 


"könne, Auf ganz ähnliche Weise folgt, dafs wenn an- 


dererseits von den 8 Strahlen, auf welche sich die Aus- 
drücke. (Il.) beziehen, irgend 7 gegeben sind, dann der 
achte genau bestimmt sei (vergl. $. 6.). Also folgen 
nachstehende Sätze: 


ß) „Das ganzeSystem der 
entsprechenden Punkten- 
ıpaare in zwei projectivi- 
‘schen Geraden A, A, ist 
|bestimmt, wenn irgend drei 
I|Paare gegeben sind, d. h, 
‘sobald drei solche Paare 
‚gegeben sind,etwag,b,e, und 
(45 d,, 6, so ist zu jedem 
beliebigen vierten Punkt 
(d) in der einenGeraden(A) 
der ihm entsprechende 
'Punkt,d, in der anderen Ge- 


'cke(l.), genau bestimmt.” 


raden, vermöge derAusdrü- 


5) „Das ganzeSystem der 
entsprechenden Strahlen- 
paare in zwei projectivi- 
schen StrahlbüschelnB,B, 
ist bestimmt, wenn irgend 
drei Paare gegeben sind, 
d. h, sobald drei solche 
Paare gegeben sind, etwa 
a,b, cunda,, b,, c,, soist 
zu jedem beliebigen vier- 
ten Strahl (d) des einen 
Strahlbüschels(B) der ihm 


entsprechende Strahl (d,) 


desanderenStrahlbüschels, 
vermöge der Ausdrücke 
(I), genau bestimmt.” 


3% 


Hi 
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Und zwar folgt (vergl. 8. 6, £.): 


„) „Dafs man in zwei Ge- 
raden A,A, ganz nachWill- 
kühr drei Punktenpaare ei- 
wa a und a,. bund b,, e unde, 
auswählen, und sodann fest- 
setzen könne, die Geraden 
solleu projectivisch ‘und 
diese drei Punktenpaare 
sollen entsprechendePunk- 
tenpaare sein.” 


z) „Dafls man in zweı 
Strahlbüscheln B,B, ganz 
nach Willkühr drei Strah- 
lenpaare, etwa a und a,, b 
und b,, cund e,, auswählen, 
und sodann festsetzen kön 
ne, die Strahlbüschel sol 
len projectivisch und die 
se drei Strahlenpaare sol 


len entsprechende Strah 


lenpaare sein.” 


Und ferner folgt durch Umkehrung: 


d) „Sind die Punkte a,b,c,d, 

unda, „6.0.00, inz wei 
Geraden AundA, der Rei- 
he nach solcher Gestalt 
gepaart, dafs zwischen je 
vier Punktenpaaren die 
obigen Bedingungen statt 
finden, nämlich dafs sie 
dem Gesetze (].) genügen 
und dafs die gegenseitige 
Lage der vier Punkte in 
der einen Geraden mit der 
der vier Punkte in der an- 
deren Geraden überein- 
stimmend ist, so sind die 
Geraden, in Beziehung auf 
alle jenePunktenpaare, pro- 
jeetivisch.” 


ö) „Sind die Strahlena,b, 
6 du. und. abi rd 
zweier Strahlbüschel Bnnd 
DB, der Reihe nach solcher 
Gestalt gepaart, dafs zwi- 
schen je vier Strahlenpaa- 
ren die obigenBedingungen 
statt finden, nämlich dafs 
sie dem Gesetze (Il.) genü- 
gen und dals die gegensei- 
tige Lage der vier pa 
1e% a7 einen Strahlbü- 
schels mit der der vier 
StrahlendesanderenS$trall- 
büschels übereinstimmend 
ist, so sind die Geraden, 
in Beziehung auf alle jene 
Strahlenpaare, projecti- 
visch.” 


11. Bevor die besonderen Fälle der so eben auf- 
gestellten Sätze ($.10.) untersucht werden, sollen diese 
nebst einigen früheren Sätzen erst kurz wiederholt, 
und noch einige erweiternde Folgerungen daraus gezo- 
gen werden, die sodann zusammen die Fundamental- 
sätze über projectivische Gerade und ebene Strahlbü- 
schel ausmachen, und deshalb bei späteren Betrachtun- 
gen häufig Anwendung finden. 
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I. Die Sätze ($. 4, und 8. 6.) und die vorhin aus 
ihnen gefolgerten Sätze ($. 10.) lassen sich, wie folgt, 
kurz zusammenfassen. | 

a) „Bei zwei projectivischen Gebilden — 
seien es eine Gerade und ein ebener Strahlbü- 
schel, oder zwei Gerade, oder zwei ebene 
Strahlbüschel — sind die Doppelverhältnisse, 
welche durch irgend vier Elemente des einen 
Gebildes bestimmt werden, gleich den Doppel- 
verhältnissen, welche durch die vier entspre- 
chenden Elemente des anderen Gebildes be- 
stimmt werden; ferner ist die gegenseitige La- 
ge der vier Elemente des einen Gebildes über- 
einstimmend mit der der vier. Elemente des 
anderen Gebildes.” 

ß) „Daher ist das ganze System der ent- 
sprechenden Elementenpaare zweier projec- 
tivischen Gebilde bestimmt, wenn irgend drei 
solcher Paare gegeben sind.” 

Yy) „Und zwar können solche drei Paare 
ganz nach Willkühr angenommen TRIER 
Und umgekehrt («): 

0) „Sind die Elemente zweier Gebilde der- 
gestalt gepaart, dafs die durch irgend vier Ele- 
lente deseinen Gebildes bestimmten Doppel- 
verhältnisse gleich sind den durch die vier 
entsprechenden Elemente des anderen Gebil- 
desbestimmtenDoppelverhältnisse,wobeinoth- 
wendiger Weise die jedesmaligen beiderseiti- 
gen vier Elemente übereinstimmende gegensei- 
tige Lage haben müssen, so sind die Gebilde, 
in Beziehung auf alle jene ek" 17 
projectivisch.”, 
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II. Aus den vorstehenden Sätzen folgt unmittelbar 


der: nachstehende umfassende Satz: 


«) „Sind zwei Gebilde — Gerne oder 


ebene Strahlbüschel— mit einem dritten pro- 
jectivisch, so sind sie es auch unter sich.” 

Dieser Satz umfafst nämlich nachstehende sechs 
Fälle, wovon die zwei ersten schon oben ($. 9.) als 
Erklärung projectivischer Geraden und projectivischer 
Strahlbüschel gegeben wurden. 


ß) „Sind zwei Gerade A, 
A, mit einem und demsel- 
ben Strahlbüschel B pro- 
jeetivisch,' so sind sie es 
auch unter sich.” 

7) „Sind eine Gerade A 
und ein Strahlbüschel B 
mit einer und derselben 
Geraden A, projectivisch, 
so sind sie es auch unter 
sich.’ 


ö) „Sind zwei Gerade A, 


A, mit einer dritten Gera- 
den A, projectivisch, so 
sind sie es auch unter 
sich,” 


II, Durch Wiederholung und Zusammensetzung 


f) „Sind zwei Strahlbü- | 


schel B, B, mit einer und 
derselben Geraden A pro- 


jeetivisch, so sind sie es 


auch unter sich.” 


) „Sind ein Strahlbü- 
schelB und eine Gerade A 
mit einem und demselben 
Strahlbüschel B, projec- 
tivisch, so sind sie es auch 
unter sich.” 

ö) „Sind zwei Strahlbü- 
schel B, B, mit einem drit- 
ten Strahlbüschel B, pro- 
jeetivisch, so sind sie es 
auch unter sich.” 


der vorstehenden Sätze (I.) gelangt man unmittelbar 
zu dem nachfolgenden ausgedehnteren Satze. 
„Ist bei irgend einer Anzahl n Gebilden 


— Gerade und ebene Strahlbüschel — in ir- 


gend einer hestimmten Ordnung genommen, 
der Reihe nach jedes Gebilde mit dem darauf 
folgenden projectivisch, 


letzten, projectivisch.”’ a 
12. Was nun die vorhin erwähnten besonderen 


so ist jedes mit je- 
dem, also namentlich auch das erste mit dem 


\ 
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Fälle anbetrifft ($. 11.), so sind davon zwei Arten zu 
unterscheiden, nämlich entweder sind bei beliebigen 
Gebilden solche Elementenpaare zu betrachten, für 
welche die Ausdrücke ($. 10, I, II.) wesentlich verein- 
facht, oder es sind solche Gebilde zu betrachten, bei 
denen für je vier entsprechende Elementenpaare jene 
Ausdrücke vereinfacht werden. 

Die besonderen Fälle der ersten Art entstehen 
dadurch, dafs durch die Eigenthümlichkeit der Elemen- 
tenpaare entweder einzelne Verhältnisse in den ge- 
nannten Ausdrücken = 1, oder dafs der Werth eines 
Doppelverhältnisses = 1 wird. Die wichtigsten Fälle 
der Art sind folgende. 

I. Nimmt man "bei zwei projectivischen Geraden 
- A,A,, anstatt der Punktenpaare cundc,, d und d,, die 
zwei Punktenpaare q und q, F und r,, die den Parallel- 
strahlen zugehören, wo nämlich q, rı die unendlich 
entfernten Punkte der Geraden A, A,, und wo q,, ! 
die sogenannten Durchschnitte derParallelstrah- 
len sind ($.9, I.), so werden die Ausdrücke ($. 10, I.) 
zufolge ($. 7, I.), wie folgt vereinfacht: 


abs, 
2) ab ah 
3) ab :l= ab: : : Aıdı 


6 

Aus dem ersteren Ausdrucke (1.), der bei späteren 
Betrachtungen durch zweckmäfsige Anwendung zu merk- 
würdigen Folgerungen führt, folgt: 

| eo) br: ar = A,9, : dıgı, oder 

PM arı 9 = dr: dig. 

Nimmt man andererseits bei zwei projeclivischen 

Strablbüscheln B, B,, anstatt der Strahlenpaare c und c,, 
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d und d,, die zwei rechtwinkligen entsprechenden 
Strahlenpaare s und sı, t und t,, d. h., die Schenkel | 
der entsprechenden rechten Winkel, wo nämlich so- / 
wohl s und t, als s, und t, zu einander rechtwinklig 
sind ($. 9, IL), so werden die Ausdrücke ($. 10, II) 
ebenfalls vereinfacht, und namentlich wird aus dem 
ersteren derselben (welcher wichtiger ist, als die bei- 
den übrigen), wenn man bemerkt, dafs sin (90°’+x) 
= cosx, also z. B. sin (at) = cos (as): 

) sin (as) cos (as) _ cos (a,tı) . sin (aıtı) 

sin (bs) cos (bs) cos(b,t,) " sin(b,t,) 
oder: 
y) tg(as) : tg (bs) = tg (b,tı) : fg (aıtı), und 
0) tg (as) . tg(aitı) = tg. (bs) . tg (b}tı). 
Eben so hat man: Ä 
7) t8 (at): 18 (bi) = tg (b15,) > tg (a1sı), und 
I) tg (at) „tg (a, sı) = tg (bt) . tg (b, s,). 

Die Ausdrücke (?,:0, 6,) enthalten, mit Worten 
ausgesprochen, nachfolgende merkwürdige Sätze. 
„Beizwei projectivischen „Beizwei projectivischen 
GeradenA,A,istdasRecht- Strahlbüscheln B,B, istdas 
eck (ar.a,g,) unter den Ab- Produkt aus den Tangen- 
ständen irgend zweier ent- ten der Winkel, welche ir- 
sprechenden Pnnkte (n,a,; gend zwei entsprechende 
oderb,b,,..) vondenDurch- Strahlen mit den ungleich- 
schnitten (1,9,) der Paral- namigen Schenkeln (s,t,, 
lelstrahlen unveränder- oders,,t) der entsprechen- 
lich, d.h., für alle Punkten- den rechten Winkel ein- 


paare hat dieses Rechteck schliefsen, vonunveränder- 
einerlei Inhalt.” lichem Werthe.” 


ö 


Wenn also bei zwei projeclivischen Geraden A, A, 
die Durchschnitte (r, q,) der Parallelstrahlen und aufser- 
dem irgend ein Paar entsprechende Punkte a, aı gege- | 
ben sind, so sind die Ausdrücke («, 5.), durch welche 
zu irgend einem Punkte der einen Geraden, etwa zu dem 
Punkte 5 in der Geraden A, der entsprechende Punkt 
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b, in der anderen Geraden A, bestimmt wird, sehr ein- 
fach und bequem. Nebstdem nämlich, dafs durch die 
genannten. Ausdrücke über die Gröfse des Abstandes 
(6,4,) des Punktes 6, von dem Durchschnitte q, des 
Parallelstrahls entschieden wird, wird durch die Ueber- 
einstimmung der gegenseitigen Lage der Punkte in bei- 
den Geraden, die Lage des Punktes b, genau bestimmt, 
denn je nachdem die Punkte a, 6 auf einerlei oder 
‚auf verschiedenen Seiten des Punktes r liegen, be- 
finden sich übereinstimmend die Punkte a,, b, auf ei- 
nerlei oder auf entgegengesetzten Seiten des Punk- 
tes gı ($. 10). Wie leicht zu sehen, findet anderer- 
seits bei den zwei Strahlbüscheln B, B, in Rücksicht 
der Ausdrücke (7, 0), Aehnliches statt. 

Es ist ferner leicht zu sehen, dafs umgekehrt, wenn 
in zwei projectivischen Geraden A, A, irgend drei ent- 
sprechende Punktenpaare a, b,c, und a,,b,,cı gegeben 
sind, dann durch dieselben die Durchschnitte r, q, der 
Parallelstrablen bestimmt und mittelst. der Ausdrücke 
(1, 2, 3) oder ($.10, 1.) zu finden sind; und dafs eben 
so, wenn in zwei projectivischen Strahlbüscheln B, B, 
irgend. drei entsprechende Strahlenpaare a,b,c, und 
a), bı, cı, gegeben sind, dann die Schenkel (Ss, t, s, ‚t;) 
der entsprechenden rechten Winkel (st), (sıt}) vermöge 
der Ausdrücke ($. 10, IL.) bestimmt und zu finden sind. 

I. Von den Ausdrücken (8.10, I 1I.), auf (Fig, 
7, 8 und 10, 11.) bezogen, gestatten, vermöge der ge- 
genseitigen Lage der Elemente, nur zwei, nämlich nur 
die Ausdrücke ($. 10, 1,4.), den besonderen Fall, dafs 
der Werth der darin enthaltenen Doöppelverhältnisse 
= 1 wird, und da alsdann die beiderseitigen vier Ele- 
mente, auf die sich der jedesmalige Ausdruck bezieht, 
zugleich harmonisch sind (8.8, I, «.), so folgt also (was 
zum Theil schon in &. 8, II. ausgesprochen): 


x 


% 
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'„Dafs bei zwei projecti- 
vischen Geraden A, A, ir- 
gend vier harmonischen 
Punkten in der einen Ge- 
raden auch 'vier harmoni- 
sche Punkte in der ande- 
ren Geraden entsprechen.” 


„Dals bei zwei projec- 
tivrischen Strahlbüscheln 
B, B, irgend vier harmoni. 
schen Strahlen in dem ei- 
nen Büschel auch vier har- 
monische Strahlen in dem 
anderen Büschel entspre- 
chen.” 


Und umgekehrt (8. 8, I, £.): 


„Sind in jeder von zwei 
Geraden A, A, irgend vier 
harmonische Punkten,d,b,e 
und q,,d,,d,,c, gegeben, so 
kannman aufachtverschie- 
dene Arten festsetzen, die 
Geraden sollen projeecti- 
visch und jene Pnnkte sol- 
len entsprechende Punk- 
tenpaare sein, und zwar 
ist dazu nur erforderlich, 
dafs in jedem Falle irgend 
zwei zugeordnete harm o- 
nische Punkte der einen 
Geraden auch zwei zuge- 
ordneten harmonischen 
Punkten der anderen Ge- 
raden entsprechen.” 


„Sindin jedem von zwei 
Strahlbüscheln B, B, ir- 
gend vier harmonische 
Strahlen a,d,b,c und a,,d,, 
b,, ce, gegeben, sokann man 
auf acht verschiedene Ar- 
ten festsetzen, die Strahh 
büschel sollen projecti- 
visch und jene Strahlen 
sollenentsprechendeStrah- 
lenpaare sein, und zwar 
ist dazu nur erforderlich, 
dals in jedem Falleirgend 
zwei zugeordnete harmoni- 
sche Strahlen des einen 
Strahlbüschels,auch zwei 
zugeordnetenharmonischen 


Strahlen des anderen 
Strahlbüschels entspre- 
chen.” 


13. Die besonderen Fälle der zweiten Art ($. 12, 


bestehen darin, dafs bei den projeclivischen Geraden 
A, A, entweder je zwei entsprechende Abschnitte glei- 
ches Verhältnifs zu einander haben, oder einander gleich 
sind, und dafs bei den projectivischen Strablbüscheln 
B, B, je zwei entsprechende Winkel einander gleich 
sind. Von der Möglichkeit dieser Fälle kann man sich 
leicht überzeugen, wenn man die Gebilde in perspec- 
tivischer Lage betrachtet, nämlich wie folgt. 

I, a) Bei zwei persp£ctivischen Geraden A,A, kön- 
nen die besonderen Umstände eintreten, dafs entweder | 
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«) der Projectionspunkt B (8. 9.) unendlich entfernt 
liegt, so dafs die Projectionsstrahlen a, b, c, ..... sämmt- 
lich parallel’ sind, wie z. B. (Fig. 12.), oder £) die Ge- 
raden A,A, können parallel sein, und der Projections- 
punkt B entweder 1) zwischen, wie (Fig. 6.), oder 2) 
jenseits denselben liegen, wie (Fig. 13.). In jedem 
dieser Fälle findet offenbar die besondere Eigenschaft 
statt: „Dafs je zwei entsprechende Abschnitte 
der.Geraden A,A, einerlei Verhältnifs haben,” 
so dafs man also, stalt des obigen Gesetzes ($. 10, 1.), 
in diesem Falle z. B. hat: 
ab Red Kein 
Knaus 

Zwei Gerade, denen diese besondere Eigenschaft 
zukommt, sollen fortan projectivisch „ähnlich” heifsen. 

Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar: 

„Dafs das ganze System der entsprechen- 
den Punktenpaare zweier projectivisch ähnli- 
cher Geraden A,A, bestimmt sei, wenn irgend 
zwei solche Paare gegeben sind.” Und 

„Dafs. man nach Willkühr zwei solche 
Paare annehmen und sodann festsetzen könne, 
die Geraden sollen projectivisch ähnlich und 
jene dh sollen entsprechende Pan ken 
. paare sein.’ 

Ferner folgt, mit Rücksicht auf das Gesetz ($. 10, 1): 

„Dafs zwei projectivische Gerade A, A, 
allemal ähnlich sind, sobald irgend drei Paar 
entsprechende Abschnitte, welche durch drei 
Paar entsprechende Punkte, etwa ab,c und 
Aı,b1,Cı, bestimmt werden, gleiches Verhält- 
nifs haben, d. h, wenn ad : ad; = nt: u = 

ce: bc ist.” Und: x 
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„Dafs zwei projectivische Gerade ähnlich 
sind und perspectivisch liegen, sobald ir- 
gend drei RR nen etwa a, b, “ 
parallel sind.” | 

Noch bleiht ein Umstand zu bemerken, der bei f 
späteren Betrachtungen interessante Folgen nach sich 
zieht, nämlich dafs bei projectivisch ähnlichen 
Geraden A, A,, jedem endlich entfernten Punkte der 
einen Geraden, ein eben solcher Punkt in der anderen 
Geraden entspricht. Denn in (Fig. 12.) findet offenbar 
gar kein Parallelstrahl q statt ($. 9, I.), und in (Fig. 
6. und 13.) haben beide Geraden einen‘ gemeinschaft- 
lichen Parallelstrahl q, Daher folgt also nothwendiger 
Weise: 

„Dafs bei zweiprojectivisch ähnlichen Ge- 
raden ihre zwei unendlich entfernten Punkte 
(9, Qi) entsprechende Punkte sind.” Und um- 
gekehrt: 

">„Dafs wenn bei zwei projectivischen Ge- 

raden ihre unendlich entfernten Punkte en- 
sprechende Punkte Ein so sind die Geraden 
ähnlich.” 
b) Wenn ferner bei zwei projectivischen Geraden 
A, A, entweder «) die Projectionsstrahlen a,b, c,..... 
parallel (Fig. 12.) und beide Gerade mit ihnen gleiche 
Winkel einschliefsen (so dafs daa, = »,a,a), oder 
) wenn die Geraden parallel und der Projectionspunkt 
B in der Mitte zwischen ihnen liegt (Fig. 6.), oder end- 
lich. y) wenn sowohl die Geraden als die Projections- 
strahlen unter sich parallel sind (Fig. 14.): dann findet 
offenbar die besondere Eigenschaft statt: „Dafs je 
zwei entsprechende Abschnitte der Geraden 
A,A, einander gleich sind," so dafs man, statt des 
vorigen Gesetzes (a, 1.), in diesem Falle hat: 
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2. den b,armanu,dbe=ben u sw. 

In dem gegenwärtigen Falle sollen deshalb die 
Geraden A, A, projectivisch „gleich” (congruent) 
heilsen. 

Dieser Betrachtung zufolge ist also „bei zwei pro- 
jeetivisch gleichen Geraden das ganze System 
der entsprechenden Punktenpaare bestimmt, 
sobald ein einziges Paar gegeben ist” 

Auch folgt, wie leicht zu schen, „dafs zwei pro- 
jecetivische Gerade A, A, allemal gleich sind, 
sobald irgend drei Paar entsprechende Ab- 
‚; schnitte derselben, welche durch drei ent- 
sprechende Punktenpaare, etwa a,b,c und a, bi, 
(‚bestimmt werden, einander gleich sind, d.h, 
wenn ab= ab, ac = at, und be = bi, ıı Ist.” 

Endlich: folgt (a): „Dafs bei zwei projecti- 
visch gleichen Geraden ihre unendlich entfern- 
ten Punkte entsprechende Punkte sind.” 

II. Zwei perspectivische Strahlbüschel B, B, 
können insbesondere so sein, ‘dafs entweder «) ihr 
perspectivischer Durchschnitt A ($. 9, II.) zu ihrem ge- 
meinschaftlichen Strahle (ee,) rechtwinklig und von den 
Mittelpunkten: B, B, der Strahlbüschel gleich weit ent- 
fernt ist, wie etwa (Fig. 5.), so dafs je zwei entspre- 
chende Strahlen gleiche Stücke von einander abschnei- 
den, nämlich Ba = Ba, Bb = BB; u s. w., oder 
6) dafs je zwei entsprechende Strahlen parallel sind, 
welches nämlich dann eintreten würde, wenn man in 
Gedanken die Figur 10. sich so veränderen liefse, dafs 
während die Mittelpunkte B, B, der Strahlbüschel fest 
blieben, deren perspectivischer Durchschnitt A sich ins 
Unendliche entfernte, wodurch (Fig. 15.) entstände. In 
jedem dieser'zwei Fälle findet offenbar die besondere 
Eigenthümlichkeit statt: 
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„Dafs je zwei entsprechende Winkel der 
zwei StrahlbüschelB, B, einander gleich sind;” 
so dafs man also, statt des obigen Gesetzes ($. 10, II.), 
nur die einfache Beziehung hat: 

3. (ab) = (a,b), (ac) = (a,cı), (be) = (b; cı) u.s. w. 
‚Zwei Strahlbüschel, denen diese besondere Eigen- 
schaft zukommt, sollen projectivisch „gleich” heifsen. 

Es folgt aus dieser Eigenschaft unmittelbar: „Dafs 
das ganze System der entsprechenden Strah- 
lenpaare zweier projectivisch gleicher Strahl- 
büschel bestimmt sei, sobald ein einziges sol- 
ches Paar, etwa a,a,, gegeben ist.” Jedoch sind 
dabei, in Hinsicht der Aufeinanderfolge der Strahlen, 
oder der Lage der Strahlbüschel, zwei Fälle zu unter- 
scheiden. Nämlich man kann die Strahlen der Reihe 
nach in beiden Strahlbüscheln entweder in gleich er 
oder in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgend 
annehmen; d. h.,, man kann annehmen die Strahlen 
a:dıh, Casa und da Deus folgen sich, von 
den Mittelpunkten der Strahlbüschel aus betrachtet, 
entweder 1) in beiden Strahlbüscheln rechtsherum, 
oder in beiden linksherum, wie z. B. (Fig. 15.), oder 
2) in dem einen Strahlbüschel rechtsherum und in 
dem anderen linksherum, wie z. B. (Fig.5.). Das 

Gesagte findet statt, die Strahlbüschel mögen sich in 
| perspectivischer oder schiefer Lage befinden. Im Falle 
(1.) sollen die Strahlbüschel „gleichliegend’” und im 
Falle (2.) sollen sie „ungleichliegend’” heifsen. Wird 
der eine Strahlbüschel in Gedanken umgewandt, und 
wiederum zu dem anderen in dieselbe Ebene gelegt, so 
wird die Ordnungsfolge seiner Strahlen offenbar eine 
andere, so dafs, wenn die Strahlbüschel vorher gleich- 
liegend waren, sie jetzt ungleichliegend sind, und 
auch umgekehrt. Dieser Unterschied der Lage zweier 
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projectivisch gleicher Strahlbüschel giebt sich weiter 
unten, bei der Erzeugung der Kegelschnitte, auf sehr 
auffallende Weise kund. 

Es.folgt ferner: „Dafs zwei projectivische 
Strablbüschel B,B, allemal gleich sind, sobald 
irgend drei Paar entsprechende Winkel der- 
selben, welche durch drei entsprechende Strah- 
lenpaare bestimmt werden, gleich sind.” Und: 

„Dafs daher zwei projectivische Strahl- 
büschel gleich sind und perspectivisch liegen, 
sobald irgend drei entsprechende Strahlen- 
paare parallel sind.” 

Endlich mag noch bemerkt werden, dafs es bei 
zwei projeclivisch gleichen Strahlbüscheln nicht nur 
ein Paar entsprechende rechte Winkel giebt ($. 9, 1.), 
sondern dafs vielmehr jedem rechten Winkel des einen 
Strahlbüschels auch ein eben solcher im anderen ent- 
spricht. 


Von der gegenseitigen Lage der Gebilde und den 
durch sie bedingten Sätzen und Aufgaben. 


14. Nachdem die allgemeinen und besonderen Ge- 
seize, die zwischen den entsprechenden Elementenpaa- 
ren zweier projectivischer Geraden A,A, und zweier 
projectivischer Strahlbüschel B, B, statt finden, unter- 
‚sucht worden, sind nunmehr die Eigenschaften, welche 
von der gegenseitigen Lage der Gebilde herrühren, ge- 
nau zu betrachten, und zwar sollen zunächst die Merk- 
male aufgesucht werden, woran man erkennt, ob zwei 
solche Gebilde sich in perspectivischer oder in 
schiefer Lage befinden. 

Da bei zwei projectivischen Geraden A, A,, wenn 
sie perspectivisch liegen, zwei entsprechende Punkte 
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(e, e,) in ihrem Durchschnitte vereinigt sind ($. 9, I.), 
und da das ganze System ihrer entsprechenden Punk- 
tenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gegeben 
sind ($. 10, #.): so folgt nothwendiger Weise, dafs sie 
sich allemal in perspectivischer Lage befinden werden, 
wenn entweder irgend zwei entsprechende Punkte in 
ihrem Durchschnitte vereinigt sind, oder wenn irgend 
drei Projectionsstrahlen in einem Punkte zusanımen- 
treffen. Sind z. B. die Geraden A, A, (Fig. 8.), in An- 
sehung der Punkte a,b, e,..... und a,b, ...-. pro- 
jectivisch, und man’ denkt sich dieselben in solche Lage 
gebracht, dafs irgend zwei. entsprechende Punkte, etwa 
e und e,, zusanımenfallen (Fig. 7.), so müssen alle Pro- 
jectionsstrahlen aaı, db, Cı,..... ‘durch einen und 
denselben Punkt gehen. Denn fände dieses nicht statt, 
so könnte man den Punkt B, in welchem irgend zwei 
Strahlen, etwa aa,, bb,, sich begegnen, als Mittelpunkt 
eines Strahlbüschels B annehmen, und dann würde letz- 
terer die Geraden A, A, projectivisch schneiden (8.9, 1.), 
und zwar wären a und q,, b und b,, e und e, drei ent- 
sprechende Punktenpaare; da aber durch drei Paar ent- 
sprechende Punkte das ganze System der entsprechen- 
den Punktenpaare bestimmt ist ($. 10, #.), so mufs das 
neue: System von entsprechenden Punktenpaaren mit 
dem gegebenen völlig übereinstimmen, und folglich mufs 
jeder Strahl c, d, ..... des Strahlbüschels B dnrch zwei 
gegebene entsprechende Punkte cund c,, d undd,.....- 
oder umgekehrt, jeder Strahl cc, dd,,..... ‚der ein 
Paar gegebene entsprechende Punkte c und &,, d und 
AR verbindet, mufs durch den Punkt B gehen. 
Denkt man sich ferner die gegebenen Geraden A, A, 
(Fig. 8.) in solche Lage gebracht, dafs irgend drei Pro- 
jectionsstrahlen, etwa aa,, 651, cc,, einander in einem 
Punkte B treffen (Fig. 7.), so müssen alle übrigen 

Pro- 
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Projectionsstrahlen dd,, «.... durch diesen nämlichen 
Punkt gehen. Denn nimmt man in der That den Punkt 
B als Mittelpunkt eines Strahlbüschels an, so schneidet 
derselbe die Geraden A, A, projectivisch, und zwar 
so, dafs a und a,, db und b,, c und c, drei, entspre- 
chende Punktenpaare sind, allein da diese .‚Punkten- 
paare auch zu dem gegebenen System von  entsprechen- 
‘den Punktenpaaren gehören, so sind die Geraden in 
beiden Fäll®n für die nämlichen Punktenpaare, projec- 
tivisch, und folglich geht jeder Strahl d,........des Strahl- 
büschels B durch zwei gegebene entsprechende Punkte 
b und di. 5: der Geraden A, A,, oder ‚umgekehrt je- 
der Projectionsstrahl der Geraden geht durch jenen 
Punkt B, und folglich liegen die Geraden perspectivisch, 
Da andererseits bei zwei projectivischen Strahlbü- 
scheln B, B,, wenn sie perspectivisch liegen, zwei. ent- 
sprechende Strahlen (e, e,) zusammenfallen .($. 9, 1.), 
und da das ganze System ihrer entsprechenden ‚Strah- 
lenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gege- 
ben sind .($. 10, %): so ist klar, dafs sie sich allemal 
in. perspectivischer Lage befinden werden, : wenn ent- 
weder irgend zwei entsprechende Strahlen aufeinander 
fallen, oder wenn die Durchschnitte von irgend drei 
‚entsprechenden Strahlenpaaren in einer und derselben 
Geraden liegen. Sind z. B. die Strahlbüschel B, B, 
(Fig. 11.), in Ansehung des Systems von entsprechen- 
ıden Strahlen a,b, c,..... upd.ach. cc... projecti- 
‘visch, und man denkt sich dieselben in solche Lage ver- 
‚setzt, dafs irgend zwei entsprechende Strahlen‘, etwa e 
B ı und e,, aufeinander fallen (Fig.10.), so müssen jede zwei 
entsprechende Strahlen aunda,, bundb,, c und c,,..... 
sich auf einer und derselben Geraden A schneiden. : Denn 
legt man durch zwei solche Durcbschnitte, etwa durch die 
 Durchschnitte a, 5 der Strahlenpaare aunda, b, undb,, 
4 
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eine Gerade A, so würden, wenn man für einen Augen- 
blick, um die Mittelpunkte B, B,, statt der gegebenen 
Strahlbüschel, sich andere denken wollte, welche die 
Gerade A zum perspectivischen Durchschnitt ($. 9, II.) 
hätten, dieselben von den gegebenen nicht verschieden 
sein können, weil sie mit ihnen die drei entsprechen- 
den Strahlenpaare a und a,, b und b,, e und e,, wo- 
durch das ganze System der entsprechenden Strahlen- 
paare bestimmt ’wird, gemein hätten, folgli®h schneiden 
sich je zwei entsprechende Strahlenpaare eund c,, d 
und d,, 
lichen Geraden A, und folglich liegen die Strahlbüschel 
perspectivisch. ‘Wird ferner angenommen, die gegebe- 
Strahlbüschel B, B, (Fig. 11.) seien in solche Lage 
versetzt, dafs irgend drei entsprechende Strahlenpaare, 


der gegebenen Strahlbüschel auf der näm- 


or... 


etwa aunda,, bundb,, ce und e,, sich auf einer Ge- 
raden A. schneiden (Fig. 10.), so würden, eben so wie 
vorhin, wenn man sich ‘um die Mittelpunkte B, B,, 
aufser den gegebenen Strahlbüscheln, noch andere den- 
ken wollte, welche die Gerade A zum perspectivischen 
Durchschnitt hätten, dieselben nichtvon den gegebenen 
verschieden sein können, weil sie mit ihnen die ge- 
nannten drei entsprechenden Strahlenpaare gemein hätten, 
folglich müssen die gegebenen Strahlbüschel perspecti- 
visch liegen, und die Gerade A zum perspectivischen 
Durchschnitt haben. 


Demnach hat man nachstehende Sätze: 


„Zwei projectivische@Ge- 
rade A, A, befinden sich 
allemal in perspectivi- 
scher Lage, wenn entweder 
e) irgend zwei entspre- 
chende , Punkte in ihrem 
Durchsenitte vereinigt 


„Zweiprojectivische 
StrahlbüschelB,B, befin- 
den sich allemal in per. 
speetivischer Lage, wenn. 
entweder «) irgend zwei 
entsprechende Strahlen 
aufeinander fallen, oder 


sind; oder #) wennirgend f) wenn irgend drei ent- 


br 


drei Projectionsstrahlen 
in einem Punkte zusam- 
mentreffen.” Und umgekehrt: 
„Wenn von diesen zwei 
Umständen (« oder £) der 
eine oder der andere ent- 
schieden nicht statt findet, 
so befinden sich die Gera- 
den allemal in. schiefer 


L age” 
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sprechende, Strahlenpaare 
sich auf einer Geraden 
schneiden.” Und umgekehrt: 
„Wenn von diesen zwei 
Umständen («:oder $) der 
eine oder der andere ent- 
schieden nicht statt fin- 
det, so befinden sich die 
Strahlbüschel allemal in 
schiefer Lage.” 


Demnach können zwei projectivische Gerade, oder 
zwei projectivische Strahlbüschel auf unzählig viele 
verschiedene Arten, in perspectivische Lage gebracht 
werden, indem man jede’ zwei entsprechende ‘Punkte 
aund a, bund'b,, cund c....... oder Strahlen a und a,, 
bundb,, cundc,, vereinigen kann. 

Insbesondere ist hierüber folgendes zu bemerken. 

I. Für projectivisch ‘ähnliche (oder gleiche) Ge- 
raden folgen aus dem obigen Satze nachstehende be- 
sondere Sätze: 

„Zwei projectivisch diwlsche Gerade A,A, 
liegen allemal perspectivisch, wenn trehıd 
zwei entsprechende Puukte (a unda,, oder b und 
BERR.: ‚ oder q und qı) in ihrem gegenseitigen 
Durchschnitte vereinigt sind, und zwar a) 
wenn zwei endlich entfernte entsprechende 
Punkte vereinigt sind, wie z.B. eunde, (Fig. 12), 
so sind die Projectionsstrahlen a,b, c,:.... sämmt- 
lich parallel, so dafs der Projectionspunkt B 
ınendlich entfernt liegt; und b) wenn die un- 
®ndlich entfernten, einander entsprechenden 
$. 13, 1.) Punkte q, qı der Geraden vereinigt 
sind, d.h, wenn die Geraden parallel sind, 
lann treffen alle Projectionsstrahlen in einem 
®ndlich entfernten Punkte B zusammen, der 
ntweder zwischen (Fig.6.), oderjenseits (Fig.13.) 
4% 
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der Geraden liegt (sind die Geraden gleich, s 
liegt der Projectionspunkt B im ersten Falle m der 
Mitte zwischen ihnen (Fig. 6.), und im anderen Falle 
liegt er unendlich entfernt (Fig. Bun 

Und ferner folgt: 

„Findet sich, dafs beizwei projectivischen 
Geraden irgend drei Projectionsstrahlen pa- 
rallel sind, so schliefst man daraus, dafs die 
Geraden ähnlich (oder gleich) sind, und dafs 
sie perspectivisch liegen ($. 13, 1, a): | 

I.. Für: Strahlbüschel folgt insbesondere: 

„Dafs zwei projectivisch gleiche Ströhl, 
büschel B, B, allemal perspectivisch liegen, 
wenn irgend zwei entsprechende Strahlen 
(aund a), biund bı,..... ) aufeinander fallen, und 
zwar dafs a) wenn sie gleichliegend sind (& 
13, IL), je zwei entsprechende Strahlen unter 
sich parallel, mithin ihr perspectivischer 
Durchschnitt A unendlich entfernt ist; oder 
b) wenn sie ungleichliegend sind, ihr perspec- 
tivischer Durchschnitt: A auf ihrem gemein- 
schaftlichen Strahle BB, rechtwinklig steht 
und ihn hällftet (Fig. 2 


Und ferner: 

„Findet sich, dafs bei zwei projectivischen 
Strahlbüscheln irgend drei Paar entsprechen- 
deStrahlen parallel sind, so folgt daraus, dafs 
die. Strahlbüschel gleich, gleichliegend und 
perspectivisch sind ($. 13, IL). x 

15. Ueber die perspectivische Lage zweier projecti« 
vischer 'Geraden oder zweier projectivischer Strahlbü- 
schel ist noch folgendes zu bemerken. 

Da sich zwei prejectivische Gerade A, A, allemal 
in  perspectivischer Lage befinden, sobald in ihrem 
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Durchschnitte irgend zwei entsprechende Punkte verei- 
nigt sind ($. 14.), so hat folglich der von ihnen einge- 
schlossene Winkel auf diese Eigenschaft keinen Ein- 
flufs. Hält man die eine Gerade, etwa A (Fig. 7.), fest, 
während man die andere A, um ihren gemeinschaftli- { 
chen Durchschnitt (ee,) herumbewegt, so jedoch, dafs 
die nämlichen zwei entsprechenden Punkte e und e, 
stets vereinigt bleiben, so werden also die Geraden 
keinen Augenblick aufhören perspectivisch zu sein, al- 
lein ihr Projectionspunkt B wird offenbar gleichzeitig 
ınit A, seinen Ort ändern, und es entsteht daher die 
Frage, in welcherLinie er sich bewegen werde? 

Vermöge der Parallelstrablen q, r ist diese Frage 
leicht zu beantworten. Denn da dieselben stets den 
Geraden A, A, parallel bleiben, und da ihre Durch- 
schnitte qı, ?, der Voraussetzung gemäfs, ihre Abstände 
von dem Durchschnitte (ee,) der Geraden, nicht än- 
dern, so dafs die Abschnitte q,®,, re der Gröfse nach 
unveränderlich sind, so bleiben folglich auch die bei- 
den übrigen Seiten vB, q4,B des Parallelogranıms Br 
(ee) 9ı der Gröfse nach unveränderlich, und da end- 
lich der Punkt r, als in A liegend, fest bleibt, so 
mufs sich folglich der Projeetionspunkt B in 
derjenigenKreislinie bewegen, welche rB zum 
Halbmesser und r zum Mittelpunkt hat. 

Da zwei projectivische Strahlbüschel B, B, in ei- 
ner Ebene sich allemal in perspectlivischer Lage befin- 
‚den, sobald irgend zwei entsprechende Strahlen aufein- 
ander fallen (8. 14.), so hat folglich der Abstand (BB,) 
ihrer Mittelpunkte von einander auf diese Eigenschaft 
keinen Einflufs. Hält man das eine Strahlbüschel, et- 
wa B (Fig. 10.), fest, während man das andere B, ihm 
näher oder ferner rücken läfst, so jedoch, dals stets 
die nämlichen zwei entsprechenden Strahlen eund e, ver- 
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einigt bleiben, so werden also die ‚Strahlbüschel fort- 
während perspectivisch sein, allein ihr perspectivischer 
Durchschnitt A mufs offenbar gleichzeitig mit dem 
Strahlbüschel B, seinen Ort ändern, und es entsteht 
daher die Frage, was das Eigenthünliche seiner 
Bewegung sei?’ 

Diese Frage ist mittelst der Parallelstrahlen q, gı 
leicht zu beantworten. Denn da das Strahlbüschel B,,. 
der Voraussetzung gemäfs, sich ohne Drehung bewegt, 
so bewegt sich folglich jeder Strahl desselben sich 
selbst parallel, folglich bleiben die entsprechenden 
Strahlen q, qı stets parallel, sie sind folglich beständig 
die Parallelstrahlen, und folglich mufs sich auch der 
perspectivische Durchschnitt A sich selbst 
parallel bewegen, nämlich er mufs stets dem festen 
Strahle q parallel sein. 

Demnach hat man nachstehende Sätze, 


„Wenn von zwei perspec- 
tivischenGeraden A,A, die 
eine fest bleibt, während 
die andere sich um ihren 
gemeinschaftlichen Durch- 
schnitt dreht, ohne zu glei- 
ten,so dals steis dieselben 
zwei entsprechendenPunk- 
te vereinigt bleiben, so be- 
wegt sich der Projections- 
pankt Bin einer bestimm- 
ten Kreislinie, welche ei 
nen der beiden Durch- 
schnitte (q,r) der Parallel- 
strahlen, nämlich denjeni- 
gen derin der festen Gera- 
den liegt, zum Mittelpunkt 
hat,” 


Lage 


„Wenn von zwei perspec- 
tivischen Strahlbüscheln 
B,B, das eine fest bleibt, 
während das andere sich 
so bewegt, dals stets die- 
selhen zwei entsprechen- 
denStrahlen vereinigtblei- 
ben, also ohne sich zu dre- 
hen, so bewegt sich der 
perspectivische Durch- 
schnitt A sich selbst pa- 
rallel, und zwar durch die 
ganze Ebene fort, d, h, er 
gelangtnach und nachindie 
von jeder Geraden, 
welche mit der anfängli- 
chen Geraden A parallel 
F6t.” 


Es ist hiebei noch folgendes zu bemerken: 
I. Bringt man, während die Gerade A immerhin 
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fest bleibt, die Gerade A, in andere Lage, so ‚dafs 
nacheinander immer andere entsprechende Punkte in 
dem 'Durchschnilte der Geraden vereinigt werden, so 
erhält man andere {Oriskreise, aber: alle diese Orts- 
kreise haben den Punkt v: zum gemeinschaftlichen Mit- 
telpunkt. | 

Ist der Projectionspunkt B in irgend einer be- 
stimmten Lage gegeben, so kann die Gerade A, nur 
zwei verschiedene Lagen haben (8. 6, Il.), wie z, B. in 
(Fig. 16.), wo A, die zweite Lage vorstellt. Die ent- 
sprechenden Punktenpaare :e und e,,.f und fj, die in 
beiden Fällen in, dem Durchschnitte der Geraden ver- 
einigt werden, sind so, dafs re = rf und (in A,) qı%ı 
= d,fi, weil nämlich. B in der Mitte zwischen A, und 
A, liegt (8. 6, IL). Daher folgt ferner: „Dafs jeder 
aus dem Mittelpunkt r beschriebene Kreis 
IBE als Ortskreis angenommen werden könne, 
und dafs für denselben zwei verschiedene ent- 
sprechende Punktenpaare (eunde,, oder fund fı) 
in dem Durchschnitte der Geraden sich verei- 
nigen lassen, uud zwar sind diese Punkte je-» 
desmal so, dafs die Durchschnitte (r, q,) der 
'Parallelstrahlen in der Mitte zwischen den- 
selben liegen.” 

Noch sind zwei entsprechende Punktenpaare zu er- 
wähnen, die sich vor allen übrigen auf eigenthünliche 
Weise unterscheiden. Nach (8.12, L) ist nämlich das 
Rechteck unter den Abständen irgend ‚zweier entspre- . 
chender Punkte von den Durchschnitten der Parallel- 
strahlen constant. Nun giebt es zwei,solche Punkten- 
paare, bei welchen das genannte Rechteck ein Quadrat 
wird. ‘Denn man denke sich ein Quadrat, dessen In- 
halt dem constanten Inhalte aller Rechtecke gleich ‚ist, 
und dessen. Seite, auf der Geraden A, durch jeden der 
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zwei Abschnitte rg, vh dargestellt sei, so müssen noth- 
wendiger Weise auch 91, qıdı Seiten ‘desselben Qua- 
drats, undalo rg = 9 = rh = q hr, sein. Wer- 
den die Geraden A, A, so gelegt, dafs eins dieser 
Puuktenpaare g und 9,, Dund h, sich in ihrem Durch- 
schnitte befindet, wenn z. B. die Punkte e und &, (Fig. 7.) 
eins dieser Paare vertreten, so. ist das Paralleogramm 
Br(ee,)qı eine Raute, und der‘ Strahl e hälftet den 
von den Geraden eingeschlossenen Winkel. Und auch 
umgekehrt. } 

If. Bringt man, während der Strahlbüschel B fest 
bleibt, den Strahlbüschel B, so in andere Lage, dafs 
nacheinander immer andere: entsprechende Strahlen auf 
einander fallen, so erhält der perspectivische Durch- 
schnitt A offenbar andere Richtung, und zwar wird er 
jede mögliche Richtung in der Ebene erhälten können. 
Denn wird der perspectivische: Durchschnitt A in’ ir- 
gend einer bestimmten Lage angenommen, wie etwa in 
(Fig. 10.), so kann der Strahlbüschel B,, zufolge (8.6, _ 
II.), auf zwei verschiedene Arten so gelegt werden, dafs 
er mit ihm und mit den: festen Strahlbüschel B per- 
spectivisch ist, und zwar werden das eine Mal zwei 
entsprechende Strahlen e, eı, wie in der Figur, und 
das andere Mal irgend zwei andere entsprechende Strah- 
len, etwa f, f,, aufeinander fallen. Stellt ®, diezweite 
Lage des Mittelpunktes B, dar, so steht A auf dem 
. Abschnitte B,®, rechtwinklig und hälftet ihn’ ($. 14, I.), 
daher liegt B, ebenfalls in der Kreislinie tBB, 8, die 
m zum Mittelpunkte hat, und daher. werden die von 
den Strahlen e und f eingeschlossenen Winkel durch 
die Strahlen s und t hälftet; und eben so werden im 
Strahlbüschel B, die von den Strahlen e, und f, ein- 
geschlossenen Winkel durch die Strahlen s, und t, hälf- 
tet. - Däher folgt: „Dafs es für jede gegebene 


€ 
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Richtung des perspectivischen Durchschnit- 
tes (A) zwei entsprechende Strahlenpaare (e 
und e,, oder fund fı) giebt, wovon das eine oder 
das andere aufeinander fallen kann; und zwar 
liegen diese Strahlen so, dafs die von ihnen 
eingeschlossenen Winkel durch die Schenkel 
(s, t, 81, ti) der entsprechenden rechten Win- 
kel gehälftet werden.” | 

Aehnlicherweise, wie vorhin (I.), sind hier noch 
zwei entsprechende Strahlenpaare zu erwähnen, denen 
ein eigenthümliches Merkmal zukommt. Da nämlich 
das Produkt aus den Tangenten der Winkel, welche 
irgend zwei entsprechende Strahlen mit den ungleich- 
namigen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel 
einschlielsen, für alle Strahlenpaare einerlei Werth hat 
(8. 12, 1.), so wird, wenn die eine Tangente die Qua- 
dratwurzel aus diesem Werthe ist, nothwendiger Weise 
die andere Tangente ihr gleich sein, und alsdann wer- 
den auch die zugehörigen Winkel einander gleich sein. 
Es sei z. B. (gt) (Fig. 17.) ein solcher Winkel, so 
wird er dem Winkel (g,s,) gleich sein, und wenn er 
auf der anderen Seite an t liegt, d. h., wenn (ht) = 
(gt), so ist auch (h,s,) = (ht), mithin (gt) = (g,5,) = 
(ht) = (hıSı). Dann ist folglich auch zugleich (85) = 
(gıtı) = (hs) = (hit,). Vermöge dieser Eigenschaft der 
entsprechenden Strahlenpaare g und g,, h und b, folgt, 
‚dals wenn die Strahlbüschel B, B, so gelegt werden, 
dafs die zwei Strahlen eines dieser zwei Strahlenpaare 
aufeinander fallen, so wird der perspectivische Durch- 
schnitt A mit den vereinigten Strahlen (also mit BB,) 
parallel. Und auch umgekehrt. 

16. Bevor die Eigenschaften, die von der schiefen 
Lage projeclivischer Geraden und projectivischer Strahl- 
' büschel herrühren, untersucht werden, sollen erst be- 
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sondere Fälle, wobei weder das Merkmal : der per- 
spectivischen noch. der schiefen Lage klar her- 
vortritt, betrachtet werden, nämlich . diejenigen . Fälle, 
wo zwei projeclivische Gerade aufeinander gelegt und 
wo die Mittelpunkte zweier projectivischer Strahlbüschel 
vereinigt werden. Diese Fälle sind‘ von grofser Wich- 
tigkeit, und werden in einem späteren Hefte (im vier- 
ten) einer Reihe der interessantesten Resultate zur 
Grundlage dienen. In dem vorhergehenden ($. 15.) 
ist der ganze Spielraum in Hinsicht der perspectivi- 
schen Lage zweier (&eraden und zweier Strahlbüschel 
gezeigt worden, nur die genannten Grenzfälle sind da- 
bei unberücksichtigt geblieben. 
Zunächst entsteht die Frage: 


„Ob bei zwei beliebig 


‚ „Oh bei zwei beliebig 
aufeinander gelegten pro- 


aufeinander gelegten pro- 
jectivischen Geraden A,A, 
entsprechende Punkte zu- 
sammenfallen, und wie- 
viel Paare zusammenfal- 
len?” 


jeetivischen Strahlbü- 
scheln B, B, entsprechen- 
de Strahlen zusammenfal- 
len, und wieviel Paare zu- ' 
sammen fallen?” 


Es läfst sich zum Voraus behaupten, dafs weder 
bei den Geraden A, A,, noch bei den Strahlbüscheln . 
B, B, drei Paar entsprechende Elemente zusammenfal- 
len können, weil durch drei solche Paare alle übrigen 
bestimmt sind ($. 11, £.), und folglich die Gebilde noth- 
wendiger Weise gleich sein mülsten ($, 13, I,.b.), so 
dafs alsdann je zwei entsprechende Elemente. zusammen 
fielen. Also können im Allgemeinen nicht mehr als 
zwei Paar entsprechende Elemente zusammen fallen. 
Diese Behauptung bestätigt sich auf folgende Weise, 
wenn man von der perspeclivischen Lage der Gebilde 
ausgeht, und sie in die ‚hier zu untersuchenden Grenz- 
fälle übergehen läfst. 


16. Lage d. Gebilde u. daraus folgende Sätze. 59 


I. Wird dieGerade A, (Fig. 16.), unter den oben 
angegebenen Bedingungen ($. 15.), so lange’um den 
Durchschnitt (ee,) bewegt, bis sie auf die feste Gerade A 
fällt, welches, wie man sieht, auf zwei Arten geschehen 
kann, entweder so, dafs e,f, auf ef, oder dafs e, I,’ auf 
el fällt, so werden aufser den schon vereinigten entspre- 
chenden Punkten e, e,, in jedem Falle nur ein einzi- 
ges Paar entsprechende Punkte zusammen fallen, und 
zwar, wenn f und I die Punkte sind, in welchen der 
Oriskreis von B die Gerade A schneidet, so werden 
im ersten Falle nur die entsprechenden Punkte £f, und 
im anderen Falle nur die entsprechenden Punkte J, I, 
zusammen fallen, weil offenbar nur jeder von den zwei 
Strahlen k, 1 mit den Geraden A, A, ein gleichschenk- 
liges Dreieck, dessen gleiche Seiten in diesen Geraden 
liegen, bilden kann. Der Projectionspunkt B fällt also 
das eine Mal mit £f und f,, und das andere Mal mit 
{ und I, zusammen. Daher folgt: 

„Dafs, wenn zwei projectivische Gerade 
A,A, auf einander liegen, und wenn zwei Paar 
entsprechende Punkte (e und &,, E und f,, oder 
Iund I) vereinigt sind, so sind sie als perspec- 
tivisch anzusehen, und zwarist das eine Punk- 
tenpaar (welches man will) als Durchschnitt der 
Geraden und das andere als Projectionspunkt 
(B) anzusehen.” 

Wird andererseits das Strahlbüschel B,, unter den 
oben angegebenen Bedingungen ($. 15.), so lange be- 
wegt, bis sein Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des 
festen Strahlbüschels B sich vereinigt, so werden, aus- 
ser den schon anfänglich vereinigten entsprechenden 
Strahlen e, e,, nur ‘ein einziges Paar entsprechende 
Strahlen aufeinander fallen, nämlich, wie leicht zu se- 
hen, nur die Parallelstrablen q, qı, und zwar vereci- 
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nigt sich gleichzeitig auch ‚der perspectivische Durch- 
schnitt A mit diesem Strahlenpaare. Daher folgt: 

„Dafls, wenn die Mittelpunkte zweier pro- 
jeetischen Strahblbüschel B, B, vereinigt sind, 
und wenn zwei Paar entsprechende Strahlen 
(e und e,, q und q,) aufeinander liegen, so sind 
sie als perspectivisch anzusehen, und zwar ist 
das eine Strahlenpaar (gleichviel welches), als 
der perspectivische Durchschnitt (A) zu be- 
"trachten.” 

I. Um:.die vorgelegte Aufgabe nach ihrem ganzen 
Umfange zu lösen, mag folgende Betrachtung dienen, 
die alle Umstände klar vor Augen stellt. 

Bei zwei projectivischen Geraden A, A, findet in 
Hinsicht der Aufeinanderfolge ihrer a 
Punkte folgende Beziehung statt. 

Befinden sich die Geraden in perspectivischer Lage, 
wie etwa in (Fig. 16.), und man läfst in der Vorstel- 
lung einen Projectionsstrahl sich um den Projections- 
punkt B bewegen, z. B. fängt man mit derLage von h 
an und bewegt ihn linksherun, so dafs er nachein- 
ander in die Lage von k, q, 1, g, r, f, h gelangt, so sieht 
man, dafs von den zugehörigen entsprechenden Punk- 
ten b, 5, der eine, in der Geraden A, sich von I) über £ 
hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte q bewegt, 
von da auf der entgegengesetzten Seite über I, 9, &, 
bis r rückt, und von da über f endlich nach 5) zu- 
rückkehrt — während der andere, in der Geraden A,, 
sich von 5, über f, bis A bewegt, von da über I, $ı, 
e, hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte r, fort- 
rückt, und von da auf der entgegengesetzten Seite über 
fı endlich nach 5, zurückkehrt. Sowohl der eine als _ 
der andere Punkt bewegt sich demnach stets nach der 
nämlichen Richtung hin; würde sich der erstere nach 
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der umgekehrten Richtung bewegen, so würde der an- 

dere ein Gleiches thun. | 

Werden nun die Geraden beliebig aufeinander ge- 
legt, so können dabei nur folgende zwei wesentlich 
verschiedene Fälle statt finden, nämlich die Geraden 
sind in Hinsicht der Aufeinanderfolge der entsprechen- 
den Punkte, oder in Hinsicht der Richtungen, : nach 
welchen sich, wie man eben gesehen hat, die Punkte 
bewegen, entweder: 

a) gleichliegend, d. h., ihre ine Punkte 
folgen einander nach einerlei Richtung hin, so dafs, 
wenn ein Punkt in der Geraden A sich von rechts 
nach links bewegt, dann sein entsprechender in 
der Geräden A, sich ebenfalls von rechts nach 
links bewegt, wie z. B. in (Fig. 19.), oder: 
ungleichliegend, d. h., ihre entsprechenden 
Punkte folgen einander nach entgegengeselzten 
Richtungen hin,-so dafs, wenn ein Punkt in A 
sich von rechts nach links bewegt, dann sein ent- 
sprechender in A, sich von links nach rechts be- 
wegt, wie z. B. in (Fig. 18.). 

Da die Geraden durch die Punkte r, q, (Durch- 
schnitte der Parallelstrahlen ($. 9, 1.)), deren  entspre- 
chende r,, q unendlich entfernt sind, jede in zwei un- 
endliche Theile getheilt wird, welche einander paarweise 
entsprechen, nämlich sowohl die Theile rhf.....q und 
Mad... als rel... 6 35% PR ER SUSE rt, entspre- 
chen einander und enthalten entsprechende Punkte, so 
dafs jedem Punkt im einen Theile ein Punkt im ande- 
ren Theile entspricht, so ist klar, dafs im Falle (b) 
längs der Strecke rg, keine entsprechende Punkte zu- 
sammentreffen können, weil, wenn die mit r, q, verei- 
nigten Punkte etwa n,, m heilsen, offenbar die den 
Punkten von r. bis m entsprechenden Punkte jenseits m, 


b 
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liegen, und eben so die den Punkten von q, bis ıı, 
entsprechenden Punkte sämmtlich jenseits n liegen. 
Daher können nur in den Strecken von r bis n und 
von q, bis m, entsprechende Punkte zusammen fallen. 
Dafs in der "That in jeder dieser Strecken allemal ein, 
und nur ein Paar entsprechende Punkte sich treffen, 
ist leicht zu sehen, denn während z. B. ein Punkt in 


A von r über b, £..... hinaus, bis ins Unendliche fort- 
rückt, kommt sein entsprechender in A, von da her 
über h,, fı..... nach 'q,, so: dafs nothwendiger Weise 


beide Punkte irgend wo, etwa in (ff), sich begegnen 
müssen. Oder dasselbe ist auch eine leichte Folge des 
obigen Ausdruckes ($. 12, 1. £.), wonach das Rechteck 
unter den Abständen zweier entsprechender Punkte 
von den Punkten rt, qı einen beständigen Inhalt hat. 
Denn bestimmt man in beiden Strecken zwei Punkte, 
etwa e, f, so, dafs die Rechtecke re.q,e und rf.qf 
den genannten constanten Inhalt haben, welches alle- 
mal, aber nur auf eine Art, möglich ist, so sind noth- 
wendiger Weise e und f diejenigen beiden Punkte, 
welche allein sich mit ihren entsprechenden e, und f, 


vereinigen. 
Im anderen Falle (a) sieht man, dafs weder in dem 
Theile rd£..... q noch in dem Theile q,f,h,.... rı ent- 


sprechende Punkte sich vereinigen können, weil eben 
diese zwei Theile entsprechend sind und entsprechende 
Punkte enthalten. Dagegen sind rm und q, 1, Ab- 
schnitte entsprechender Theile, so dafs also von r bis 
qı möglicher Weise entsprechende Punkte sich treffen 
können. Diese Möglichkeit hängt davon ab, ob die 
Strecke rg, so getheilt werden kann, dafs das Recht- 
eck unter den Abschnitten einen bestimmten gegebenen 
Inhalt habe, nämlich wenn 9 und 9,, 5 und h, die ih- 
nen oben ($. 15, I.) beigelegte Eigenschaft haben, wo- 
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nach rg = 9ı = rd = qıdı, so ist der’ genannte In- 
halt=rg’=q9ı° u.s.w. Wenn demnach die Strecke 
vg, gröfser ist als vg + 4191, oder rh +4,91, so tref- 
fen allemal zwei Paar entsprechende Punkte zusam- 
men, wie vorhin;’ ist die ‘Strecke ?qı gerade gleich rg 
+ 91, oder gleich rd + d4ıdı, so treffen nur ein 
Paar entsprechende Punkte zusammen, und zwar ent- 
weder die entsprechenden‘ Punkte g und g,, oder 5 
und h,; und wenn endlich die Strecke rg, kleiner ist 
als rg + qıe,, oder 2rg, welches z. B. in (Fig. 18.) 
der Fall ist, 'so ist gar kein Zusammentreffen von ent- 
sprechenden Punkten möglich. Also kann, wenn die 
Gerade A fest bleibt, die Gerade A, um eine Strecke von 
4vg hin und her: bewegt werden, ohne dafs entspre- 
chende Punkte zusammentreffen, nämlich die Grenzen 
dieses Spielraums gestatten, dafs sie sich nach. links 
bewegen’darf, bis g und g,, und nach rechts bis ) und 
h, 'zusammentreffen; in jeder dieser Grenzen trifft ein 
einziges Paar entsprechende Punkte zusammen, nän- 
lich die eben genannten; werden aber diese Grenzen 
überschritten, so treffen immer zwei Paar zusammen. 

Andererseits findet man bei zwei projectivischen 
Strablbüscheln B, B, durch eine ähnliche Betrachtung 
ganz entsprechende Resultate. Werden die Strahlbü- 
schel concentrisch gelegt, so können in Hinsicht der 
Aufeinanderfolge der entsprechenden Strahlen folgende 
zwei wesentlich verschiedene Fälle statt finden, näm- 
lich die Strahlbüschel sind entweder: 

«) gleichliegend, d. h., ihre entsprechenden Strah- 
len folgen einander nach einerlei Ordnung, so 
dafs, wenn man einen Strahl h des Strahlbüschels 
B sich rechtsherum bewegen läfst (vom Mlittel- 
punkt B aus betrachtet), dann sein entsprechender 
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'hx im  Strahlbüschel B, sich ebenfalls rechts- 
herum bewegt ($..13, I. ) wie z.B. in (Fig. 20.); 
oder: 

ß) lab Berch d. br ihre Enishrehienan Strah- 
len folgen in. ungleicher oder verkehrter' Ord- 
nung. aufeinander, so dafs, wenn Strahlen in ei- 
nem Strablbüschel rechtsherum sich folgen, dann 
ihre entsprechenden im anderen Strahlbüschel link s- 
herum nach einander Holgen; wie z. B. in (Fig. 
21.)). | | 

.. „ Vermöge der entsprechenden rechten Winkel (st), 

(st) (8-9, 1), und durch Hülfe der obigen Ausdrücke 
($. 12, 7, 6.) und mit Rücksicht auf die besondere Ei- 
genschaft der. Strahlen g, g,ı, h, h, ($. 15, IL), kann 
man, auf ähnliche Art, wie vorhin, bei den Geraden 
A, A,, auch für die gegenwärtigen Fälle finden, dals 
im Falle («) entweder 1) zwei, oder 2) ein, oder 
3) gar kein Paar entsprechende Strahlen aufeinander 
fallen, und dafs dagegen im Falle (#) ‚allemal zwei 
Paar entsprechende Strahlen ‚aufeinander fallen. Oder 
diese Resultate können auch aus den vorigen, wie folgt, 
hergeleitet werden. Schneidet man die concentrischen 
Strahlbüschel (Fig.20.) oder (Fig. 21.) mit irgend einer 
Geraden, so kann man diese als zwei vereinigte Ge- 
rade (AA,) ansehen, wovon jede eins der beiden Strahl- 
büschel' schneidet, und die also, in Ansehung der 
Punktenpaare, in welchen sie von entsprechenden Strah- 
len BORN werden;- zufolge des Satzes ($. 11, IIL), 

pro- 


*) Befinden sich die Strahlbüschel in perspectivischer Lage, 
so sind sie gleichliegend, oder ungleichliegend, je nach- 
dem ihre Mittelpunkte auf einerlei (Fig. 17.), oder auf entge- 
gengesetzten (Fig. 5.) Seiten des perspectivischen Durchschnit- 
tes A liegen; und auch umgekehrt. 
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projectivisch sind, und zwar ist die Lage der Geraden 
und der Strahlbüschel allemal übereinstimmend, d.h., 
die Geraden (AA,) sind bei (Fig. 20.) gleichliegend 
und bei (Fig. 21.) ungleichliegend, und da nun, 
wenn in den Geraden entsprechende Punkte zusammen- 
treffen, nothwendiger Weise auch die zugehörigen . 
Strahlen der Strahlbüschel aufeinander fallen, und auch 
umgekehrt, so folgen also daraus, wie gesagt, die ge- 


nannten Resultate. 


Also folgen aus dieser Betrachtung zusammenge- 
nommen nachstehende Sätze: | 


„Werdenzwei projeectivi- 
sche Gerade A, A, beliebig 
aufeinander gelegt, so ver- 
einigen sich im Allgemei- 
nen zweiPaar entsprechen- 
dePunkte, nämlich: a)Wenn 
die Geraden gleichliegend 
sind, so giebt es einen be- 
stimmten Spielraum inner- 
halb welchem keine ent- 
sprechende Punkte sich 
treffen, an beidenGrenzen 
diesesRaumes vereinigt sich 
nur ein Paar (gundg, oder 5 
h,), und über diese Grenzen 

hinaus vereinigen sichalle- 
malzweiPaar entsprechen- 
de Punkte; und b) wenn die 
' Geraden 
‘sind, so treffen allemal 
zwei Paar entsprechende 
Punkte zusammen.” 


ungleichliegend. 


„Wenn zwei projectivi- 
sche Strahlbüschel B,B, 
beliebig concentrisch ge- 
legt werden, so fallen im 
Allgemeinen zwei Paar ent- 
sprechende Strahlen auf 
einander,nämlich: a) Wenn 
die Stralbüschel gleichlie- _ 
gend sind, so giebt es ei- 
nen bestimmten Spielraum, 
innerhalb welchem keine 
entsprechende Strahlen 
sich treffen,an beidenGren- 
zen dieses Raumes verei- 
nigt sich nur ein Paar (g 
und g,, oder h und h,), und 
über diese Grenzen hinaus 
vereinigen sich allemal 
zwei Paar entsprechende 
Strahlen; und b) wenn die 
Strahlbüschel ungleichlie- 
gend sind, so fallen alle- 
malzweiPaar entsprechen- 
de Strahlen aufeinander.” 


II. Für ähnliche oder gleiche projectivische Ge- 
rade, und für gleiche projectivische Strahlbüschel wer- 


den die vorstehenden Sätze 
beschränkt. 


(II.) insbesondere wie folgt 


5) 
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„Werden zwei projectivisch ähnliche Ge- 
rade A,A, beliebig aufeinander gelegt, gleich- 
liegend, oder ungleichliegend, so vereinigen 
sich allemal zwei Paar entsprechende Punkte, 
wovon das eine Paar namentlich die unend- 


lich entfernten Punkte sind (8.13, 1, a.).” 


„Werden zwei projeecti- 
visch gleicheGeradegleich- 


liegend aufeinandergelegt, 


so treffen sich entweder 
nur einPaar entsprechende 
Punkte, nämlich die unend- 
lich entfernten, oder es 
treffen sich je zwei ent- 
sprechende Punkte.” 


„Werden zwei projecti- 
visch gleiche Gerade un- 
gleichliegend aufeinander 
gelegt, so treffen sich alle- 
mal zwei Paar entspre- 
chende Punkte, wovon das 
eine Paar namentlich die 
unendlich entferntenPunk- 
te sind ($. 13, 1, b.).” 


„Werden zwei projecti- 
visch gleiche Strahlbü- 
schel B, B, gleichliegend 
concentrisch gelegt, so fal- 
len entweder gar keine ent- 
sprechende Strahlen auf- 
einander, oder es fallen je 
zwei entsprechende Strah- 
len aufeinander.” 


„Werden zwei projeeti- 
visch gleiche Strahlbü- 
schel ungleichliegend auf- 
einander gelegt, so fallen 
allemal zwei Paar entspre- 
chende Strahlen aufeinan- 
der, nämlich die Schenkel 
zweier entsprechender 


rechten Winkel ($. 13, II.).” 


IV. Aus den obigen Sätzen (Il.) folgert man leicht 
den nachstehenden Satz: 

„Wenn zwei projectivische Gebilde A, B, 
d.h. eine Gerade und ein ebener Strahlbüschel, 
sich in schiefer Lage befinden (Fig. 2.), so tref- 
fen im Allgemeinen zwei Paar entsprechende 


Elemente zusammen, d.h. so gehen zweiStrah-. 


len des Strahlbüschels durch die ihnen ent- 
sprechenden Punkte der Geraden; nämlich 


wenn die Gebilde ungleichliegend sind, so fin- 


det dieses allemal statt; wenn sie dagegen 


gleichliegend sind, so treffen entweder I)zwei, 


ER 
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oder 2) nur ein, oder 3) gar kein Paar ent- 
sprechende Elemente zusammen.” 

17. An die vorhin gefundenen Resultate ($. 16.) 
schliefsen sich nachstehende Aufgaben an, für welche 
eine zweckmälsige Lösung um so wünschenswerther 
ist, da in der Folge verschiedene andere Aufgaben sich 
auf dieselben zurückbringen lassen. | 

„Bei zwei aufeinander „Bei zwei concentrischen 
liegenden projeetivischen projectivischen Strahlbü- 
Geraden A, A, die verei- scheln B,B, die vereinig- 


nigten entsprechenden ten entsprechenden Strah- 
Punkte zu finden” len zu finden.” 


Auflösung. I. Die bisher entwickelten Eigen- 
schaften geben zur Lösung der Aufgaben folgende Mit- 
tel an die Hand. 

a) Damit die projeclivische Beziehung der Gera- 
den A, A, bestimmt sei, müssen wenigstens drei ent- 
sprechende Punktenpaare gegeben sein (8. 10, ßP). Es 
seien elwa %,b,c und a,, b,, c, (Fig. 22.) gegeben. 
Man suche zuvörderst die Durchschnitte r, q, der Pa- 
rallelstrahlen, und zwar dadurch, dafs man die Gera- 
den perspeclivisch legt, nämlich sie so legt, dafs sie 
einander schneiden, und dafs eins der drei entisprechen- 
den Punktenpaare, etwa c und c,, in ihrem Durch- 
schnitte vereinigt sind; d. h., man zieht durch c eine 
beliebige dritte Gerade A!, nimmt darin, aufser dem 
mit c vereinigten Punkte c', die Punkte a!, 61 so, dafs 
tens, tie, ad ab, und zieht fer- 
ner die Strahlen aa!, bb!, die sich in B begegnen, und 
durch diesen Punkt B zieht man endlich die Parallel- 
strahlen r, q, so ist £ der eine, und wenn 1, qtat, 
und zwar gleichliegend, genommen wird, so ist q, der 
andere gesuchte Punkt. Sind die Punkte r, q, gefun- 
den, so ist zur Lösung der Aufgabe nur noch nöthig, 
| 5% 
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in den vereinigten Geraden (AA,) zwei Punkte e, £ zu 
finden, für welche die Rechtecke er.eg, und fr.fag, 
gegebenen Inhalt haben, nämlich mit dem gegebenen 
Rechteck ar.a,g, gleichen Inbalt haben, welches eine 
bekannte elementar Aufgabe ist; denn alsdann sind e, £ 
diejenigen Punkte, die sich mit ihren entsprechenden 
e,,f, vereinigen. Nur hat man in Hinsicht der Lage der 
Punkte e, £ ausserdem die oben ($. 16, I.) auseinan- 
dergesetzten Umstände gerau zu berücksichtigen. 

b) Auf ganz ähnliche Weise kann man bei den 
Strahlbüscheln B, B, verfahren. Nämlich durch Hülfe 
eines Strahlbüschels B’, welches B, gleich ist und mit 
B perspectivisch liegt, sucht man zuerst die entspre- 
chenden rechten Winkel (st), (sıt,), u. s. w. Oder 
man kann diese Aufgabe auf die erste (a) bringen, und 
zwar dadurch, dafs man die vereinigten Strahlbüschel 
(BB,) durch irgend eine Gerade schneidet, und diese 
als zwei vereinigte Gerade (AA,) betrachtet, eben so, 
wie schon vorhin ($. 16, I.) geschehen ist. 

II. Eine andere, viel einfachere Auflösung, deren 
Richtigkeit jedoch erst später ($. 46, III.) bewiesen wird, 
ist folgende: 

a) Man ziehe irgend eine Kreislinie «zB (Fig. 23.), 
und ziehe aus einem beliebigen »Punkte B derselben 
durch die drei in den vereinigten Geraden (AA,) ge- 
gebenen Punktenpaare a,b,c und a,,b,,c, die Geraden 
Ba, Bb,.\.; ‚ welche die Kreislinie zum zweiten Male 
in den Punkten «, #, y und «,, ß,, 7ı schneiden, ver- 
binde von diesen Punkten das eine Paar gleichnamige, 
etwa «&, ca, wechselseitig mit den beiden anderen Paa- 
ren, nämlich so: man ziehe die Geraden «@f,, «, ß, die 
sich in %,, und die Geraden «y,, «,y, die sich in y, 
schneiden; ziehe sofort die Gerade %,/,, welche die 
Kreislinie in den Punkten e, x schneidet, und durch 


| 
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diese Punkte ziehe man: endlich aus B die Geraden 
Bes, Bz, so werden diese der Geraden (AA,) in den 
gesuchten vereinigten entsprechenden Punktenpaaren e 
nnd e,, £ und f, begegnen. Sind die Geraden A, A, 
gleichliegend, so wird die Gerade f,y, den Kreis ent- 
weder 1) schneiden, oder 2) berühren, oder 3) gar 
nicht treffen, je nachdem 1) zwei, oder 2) ein, 
oder 3) gar kein Paar entsprechende Punkte zusam- 
mentreffen ($. 16.). 

Sobald also irgend ein Kreis (oder überhaupt ein 
Kegelschnitt), der mit den aufeinander gelegten Gera- 
den (AA,) in einer Ebene liegt, gegeben ist, so kann 
die Aufgabe mittelst des Lineals allein gelöst wer- 
den. Diese Auflösung wurde hier nicht nur deshalb 
mitgetheilt, weil sie an und für sich sehr bemerkens- 
werth ist, sondern weil sie in der Folge noch bei vie- 
len anderen Aufgaben Anwendung findet, und zwar so, 
dafs man dadurch zu Auflösungen gelangt, die vor den 
bisher bekannten grofsen Vorzug verdienen. 

'b) Auch die andere Aufgabe kann auf ganz ent- 
sprechende Weise gelöst werden, d. h., statt eines 
Punktes B in der Kreislinie wird irgend eine Tangente 
an derselben angenommen u.s. w. Das Ausführlichere 
dieser Auflösung wird hier übergangen. Uebrigens ist 
es einfacher die Aufgabe eben so, wie vorhin (l.), auf 
die erste zu bringen und nach vorstehender Vorschrift 
(a) zu lösen. Oder wenn der Hülfskreis nicht in be- 
stimmter Lage gegeben ist, sondern wenn es gestattet 
ist, ihn beliebig zu ziehen, so kann man ihn so zie- 
hen, dafs er durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt 
der Strahlbüschel geht, wie etwa, wenn in dem vorer- 
wähnten Punkte B beide Mittelpunkte B, B, vereiniget 
wären, so würde man alsdann mittelst der entsprechen- 
den Strahlen a, b,c und a,,b,, cı, die vereinigten ent- 
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sprechenden Strablen eund e,, k und k,, durch das vo- 
rige Verfahren (a) können finden, wie leicht zu sehen. 

18. Die wichtigsten Eigenschaften, welche bei der 
schiefen Lage zweier projectivischer Geraden A, A, und 
zweier projectivischer. Strablbüschel B, B, statt haben, 
nämlich das Gesetz, welchem bei den Geraden die Pro- 
jectionsstrahlen und bei den Strahlbüscheln ‘die Durch- 
schnitte der entsprechenden Strahlen unterworfen sind, 
können hier noch nicht in ihrem ganzen Umfange er- 
forscht werden; sie sind daher zum Theil dem dritten 


Kapitel vorbehalten. 


Vorläutig sollen nur folgende Sätze und Aufga- 
ben, die sich leicht auf vorangegangene Sätze und Auf- 
gaben bringen lassen, aufgestellt werden, 


„Wenn zwei projectivi- 


sche Gerade A,A;, sich in 
schiefer Lage befinden, so 
gehen durch irgend einen 
Punkt B im Allgemeinen 
und höchstens nur zwei 
Projeetionsstrahlen; und 
also können auch nur höch- 
stens zwei und zwei Pro- 
jeetionsstrahlen parallel 
sein.” 


Denn denkt man sich um den 
genannten Punkt B zwei Strahl- 
büschel B, B,, die mit den ge- 
gebenen Geraden perspectivisch 
sind, so müssen dieselben unter 
sich projectisch. sein ($. 11.), 
und ihre zwei Paar vereinigte 
entsprechende Strahlen ($. 16, II.) 
müssen offenbar die zwei ge- 
nannten Projectionsstrahlen der 


Geraden A, A, sein. 


„Wenn zwei projectivi- 
sche Strahlbüschel B, B, 
sich in schiefer Lage be- 
findeu,so liegen aufirgend' 
einer Geraden A im Allge- 
meinen und höchstens nur 
zwei Durchschnitte ent- 
sprechender Strahlen; al- 
so können auch nur höch- 
stens zwei Paar entspre- 
chende Strahlen parallel 
sein.” 


Denn denkt man sich zwei Ge- 
rade A, A,, die in der genann- 
ten Geraden A aufeinander lie- 
gen, und die mit den gegebenen 
Strahlbüscheln perspectivisch sind, 
so müssen dieselben unter sich 
projectivisch sein ($. 11.), und 
ihre zwei Paar vereinigte ent- 
sprechende Punkte ($. 16, II.), 
müssen offenbar  Durchschnitte 
entsprechender Strahlen derStrahl- 


büschel B,B, sein. 


19. Sätze v.Porismen, d.aus Zusammenst, d, Geb, folgen. 
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-Werden nun die Aufgaben gestellt: © 


„Bei zwei schicfliegen- 
den projeetivischen Eu 
den A, A, die (zwei) Pro- 


een zu finden, 


„Bei zwei schlefliegen- 
den projeetivischenStrahl- 
büscheln B,B, diejenigen 
Durehschnitte 


i entspre- 
die durch irgend einen ge- 
gebenen Punkt B gehen; 


chender Strahlen ‘zu fin- 
den, die in einer gegebe- 
u. nen Geraden A liegen; si 

so ist zufolge des nn Satzes klar,' wie sie 
nach (S..47.) leicht zu. lösen sind. ..... 

Welchen Spielraum, wenn die Geraden A, A, ge- 
geben sind, der Punkt. B hat, damit ‚entweder zwei, 
oder ein, oder gar kein, Projectionsstrahl durch den- 
selben geht, und welchen Spielraum, wenn die Strahl- 
büschel B, B, gegeben sind, die Gerade A.hat, damit 
entweder zwei,'odersein, oder gar kein Durchschnitt 
von entsprechenden Strahlen in ihr liegt, „wird, wie 
schon erwähnt, durch weitere Entwickelungen im. drit- 
ten Kapitel klar hervortreten. 

Durch eine bald folgende Betrachtung wird gezeigt 
werden, wie bei der schiefen Lage der beiden Paar 
Gebilde A und A,, B und B,, durch ein sehr einfa- 
nämlich mittelst des Lineals allein, 
schief projicirt werden kann, d. h., beliebige ent- 


sprechende Elemente gefunden werden können. 


ches Verfahren, 


Sätze und Porismen, die aus Zusammenstellung der 
Gebilde entspringen. 

19. Nachdem die Eigenschaften und die Funda- 
mentalsätze über projeclivische Gerade und Strahlbü- 
schel aufgefunden sind, dürfte es wohl für Viele wün- 
schenswerth sein, an einigen Beispielen zu sehen, wie 
sehr umfassend diese Sätze sind, d. h., wie sie die ei- 
gentliche Grundlage vieler anderen Sätze sind, die un- 


mittelbar aus ihnen hervorgehen, wie durch sie manche 
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anscheinend schwere Aufgaben, leicht zu lösen sind, 
und wie endlich .durch sie besonders die eigentliche 
Bedeutung verschiedener Porismen verständlich her- 
vortritt., 

. Zu diesem Endzweck sollen -zur Erleichterung fol- 
gende Erklärungen festgestellt werden. 

Seit Carnot zuerst auf die Vollständigkeit oder 
auf das Umfassende der Figuren äufmerksam gemacht, 
braucht man häufig den‘ Ausdruck ' „vollständiges 
Vierek” (quadrilatere complet). Man hat aber da- 
bei zwei wesentlich verschiedene Figuren gar nicht 
von einander unterschieden, was doch' bei’ genauer und 
vollständiger Betrachtung durchaus nicht aufser' Acht 
Nämlich man hat ge- 


gelassen werden darf und kann. 
nau zu unterscheiden a) „vollständiges Vierseit 
und b) „vollständiges Viereck”, und zwar unter- ° 
scheiden sie sich wie folgt: | 


„Vollständiges Vierseit” 


heilsen jede vier Gerade A,B,C,D' 


(Fig. 24.) zusammengefalst; die 
sechs Durchschnitte a, b, c, d, e, f 
der Seiten heifsen Ecken des- 
selben; es hat also drei Paar ein- 
ander gegenüber liegende Ecken, 
nämlich a und f, bunde, e und), 
und somit hat es drei Diagona- 
len af, be, ed; und endlich um- 
falst es drei einfacheVierseit, 
nämlich abfen, acfda, beedb. 


„Vollständiges Viereck,” 
heifsen jede vier Punkte q, b, 6,d 
(Fig. 25.) zusammengefalst; die 
sechs Geraden, welche durch die 
Punkte bestimmt werden, heilsen 
Seiten desselben; es hat also drei 
Paar einander gegenüber liegende 
Seiten, nämlich ab und ed, ac und 
bd, ad und be, und somit drei 
Durchschnitte e, f, g gegenüber 
liegender. Seiten; und endlich 
umfafst es drei einfache Vier- 
ecke, nämlich abeda, acdba, 
acdba. 


Ein AN, Viereck ist auch zugleich ein 


einfaches Vierseit, so 


dafs also derselben Figur 


der eine oder der andere von diesen zwei Namen bei- 
gelegt werden kann. Dasselbe gilt vom einfachen Fünf- 
eck und Fünfseit, u.s.w. Ein vollständiges Fünf- 
eck aber, so wie ein vollständiges Fünfseit be- 
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steht aus 12 einfachen Fünfecken oder Fünfseiten; 
und sowohl das vollständige Sechseck, als Sechs- 
seit besteht, wie ich schon bei einer anderen Gelegen- 
heit (Annales de mathem. Tom. XVII.) angegeben 
habe, aus 60 einfachen Sechsecken oder Sechssei- 
ten. Nämlich, wenn man die obigen Erklärungen wei- 
ter ausdehnt, so lauten sie im Allgemeinen, und wie 
Carnot zum Theil schon angegeben hat, wie folgt. 
„Vollständiges nSeithei- „Vollständiges n Eck hei- 
fsen jede n Gerade in einer Ebe- [sen jede n Punkte in einer Ebene 


ne zusammengefälst; die a zusammengefalst; die en Ge- 
Durchschnitte der Seiten. (Gera- raden, die durch die Ecken (Punk- 
den) heilsen Ecken desselben; es te) bestimmt werden, heifsen 


besteht zus 1.2.3.4....m-D Seiten desselben; es besteht aus 


2 1.2.3.4....(n-1) ERRERT, 
einfachen n Seiten oder n 2 
‘Ecken.” Ecken oder n Seiten.” 


Ein einfaches n Eck entsteht nämlich, wenn man 
n Punkte, nach irgend einer Ordnung genommen, in 
einem Zuge durch nmaliges Absätzen verbindet, so je- 
doch, dafs man bei jedem Punkte einmal anhält, und 
zuletzt wieder in den Anfangspunkt zurückkehrt. Da- 
nach wird man sich leicht von der Richtigkeit der in 
den vorstehenden Erklärungen angegebenen Zahlen über- 
zeugen können (s. $. 25, Note.) 

20. Es sei a, b, a,, bı (Fig. 26.) ein belichiges 
vollständiges Vierseit, dessen drei Diagonalen ADB, ab,, 
a,b ($. 19.) sich in €, D, € schneiden. ‚Man denke 
sich zu den drei Strahlen a, b, c den vierten, dem c 
zugeordneten, harmonischen Strahl d, und eben so zu 
den drei Strahlen a,, b,, cı den, dem c, zugeordneten, 
vierten harmonischen Strahl d,, so müssen, zufolge frü- 
‚herer Sätze, beide Strahlen d und d, die Gerade ab, € 
in demjenigen Punkte D schneiden, der zu den drei 
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Durchschnitten a, b,, © der vierte, dem € zugeordnete 
harmonische Punkt ist; und eben so müssen beide 
Strahlen; d, d, durch denjenigen Punkt D der Geraden 
a, db € gehen, der zu den drei Punkten a,, db, € der 
vierte, und zwar dem € zugeordnete, harmonische Punkt 
ist; da aber ‚beide Strahlen d, d, nur einen einzigen 
Punkt D ‚gemein haben können, so mufs .dieser zu- 
gleich: ‚der Durchschnitt der. beiden Geraden ab, €, 


a b€ sein, und folglich schneiden die Diagonalen ein- 


ander so, dafs die zwei Durchschnitte D, € und D, € 
in den Diagonalen ab, und a,6 zu den zugehörigen 
Ecken a, b, und a,, 5 zugeordnete harmonische Puukte 
sind. Auf gleiche Weise folgt, dafs auch €, € zu den 
Ecken 4, 9 zugeordnete harmonische Punkte sind; 
oder dieses folgt auch daraus, dafs vermöge der har- 
monischen Strahlen a, d,b,c die Punkte a,,d,, Bd, B, 


und vermöge dieser die Strahlen Da,, Dd,, Db,, DB, 


und vermöge dieser endlich die Punkte E, Bd, €, Y har- 
monisch sind. 

Da’ die vier Punkte a,b, a,, bı ein beliebiges voll- 
ständiges Viereck darstellen, dessen gegenüber liegen- 
den Seitenpaare sich in U, B, D schneiden, und wo 
diese Durchschnitte durch die Strahlen c (oder c,), d,d, 
verbunden sind, so ist durch die vorstehende Betrach- 
tung auch zugleich dargethan,. dafs bei einem solchen 
Viereck die Strahlen, welche die Durchschnitte der ge- 
genüber liegenden Seiten verbinden, zu den letzteren 
zugeordnete harmonische Strahlen sind, dafs nänılich 
die Strahlen d, c zu den Seiten a, b (oder aa,, 6b,), die 
Strahlen c,, d, zu den Seiten a,, b,, und die Strahlen 
d, d, zu den Seiten ab,, Ab zugeordnete harmonische 
Strahlen sind. | 

Aus dieser Betrachtung folgt nachstehende Reihe 
von Sätzen und Aufgaben. 


# 
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I. „Im vollständigen Vier- 
seit sind die Punkte, in 
welchen die drei Diagon.a- 
len einander schneiden, zu 
den zugehörigen Ecken zu- 
seordnete harmonische 
Punkte” 


I. „Im vollständigen Vier- 
eck sind die Strahlen, wel- 
che die Durchschnitte der 
gegenüber liegenden Sei- 
tenpaare verbinden, zu 
den letzteren zugeordnete 
harmonische Strahlen.” 


Der Satz links wurde vornehmlich durch Carnot 
allgemeiner bekannt, ‘ungeachtet man denselben schon 
in Pappus Collect. Mathem. libr. VU. findet. 


II. „Zu drei gegebenen 
Punkten den vierten har- 
monischen Punkt zu fin- 
den, jedoch nur mittelst 
des Lineals allein” 

Sind etwa a, b,, C gegeben und 
man will den, dem € zugeordne- 
ten, vierten harmonischen Punkt 
& finden, so ziehe man durch € 


irgend eine Gerade YXB, nehme 


darin zwei willkührliche Punkte 
A,D, verbinde diese mit den zwei 
übrigen gegebenen Punkten durch 
Gerade Aa, Ab,, Ba, Bb,, die 
sich in @,; b schneiden, so wird 
die Gerade a, b durch den ge- 
suchten Punkt ® gehen. 


II. „Zu drei gegebenen 
Strahlen den vierten har- 
monischen Strahl: zu fin- 
den, jedoch nur mittelst 
des Lineals allein.” 


Sind etwa a,b,c gegeben und 
man will den, dem c zugeordne- 
ten, vierten harmonischen Strahl 
d finden, so nehme man in e ir- 
gend einen Punkt ®, ziehe dureh 
diesen willkührlich zwei Gerade 
Da, Da, , die den Strahlen a, b 
in.den. Punkten a, a,, b,b5, be- 
gegnen, verbinde diese durch die 
Geraden ab,, ba,, die sich in 
dem Punkte D schneiden, so 
wird die Gerade AD der ver- 


langte Strahl sein. 


Die Aufgabe links wurde zuerst von De Labire 
(Sectione conicae. 1685.) auf diese nänliche Art gelöst. 


III. „Wenn drei Gerade 
und ein Punkt gegeben 
sind, so soll, mittelst des 
Lineals allein, durch den 
Punkt eine Gerade so gezo- 
gen werden, dals er und 
die dreiDurchschnitte, wel- 
che sie mit den drei Gera- 
den macht, vier harmoni- 
sehe Punkte sind.” 


III. „Wenn drei Punkte 
und eine Gerade gegeben 
sind, so soll mittelst des 
Lineals allein, in der Ge- 
raden ein Punkt gefunden 
werden, dafs sie und die 
drei Geraden, welche er 
mit den drei Punkten be- 
stimmt, vier harmonische 
Strahlen sind. 
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Sind etwa a,,b,, bund © ge- 
geben, so ziehe man z, B. die 
Gerade DB oder d;, suche zu 
den drei Strahlen a,,b,, d, den 
vierten, dem d, zugeordneten, 
harmonischen Strahl ce, (IL), der 
der dritten Geraden b in U be- 
gegnet, so wird die Gerade AD 
der Aufgabe genügen, d. h., die 
vier Punkte d, ©, d,, U sind 
harmonisch. Zwei andere Ge- 
rade, welche ebenfalls der Auf- 
gabe genügen, findet man auf 
ähnliche. Weise. 


Sind etwa 0, ®,B und b ge- 
geben, so ziehe man z. B, die 
Gerade a3, suche zu den drei 
Punkten a,b, 9 den vierten, dem 
zugeordneten , harmonischen 
Punkt d (II.), ziehe die Gerade 
dD, so wird diese der gegeben 
Geraden b in einem Punkte A 
begegnen, welcher der Aufgabe 
genügt, so dals a, d, b, ce, har- 
monisch sind. Zwei andere Punk- 
te, die auch der Aufgabe ge- 
nügen, findet man auf ähnliche 


Weise, 


Wird-4 als Projectionspunkt der Geraden a,, b, 
angesehen, so dafs a, d, b,c,..... nnd A,,d1, 81, Cız...-- 


entsprechende Punkte sind, 


und wird CD als perspec- 


tivischer Durchschnitt der Strahlbüschel A, B angenom- 


men, so dafs a,d, b, c, 


und a d,, b,, Cı; oo... ent- 


sprechende Strahlen sind, so folgt ferner: 


IV. „Dals wenn man bei 
zwei perspectivischen Ge- 
raden a,, b, je zwei ent 
sprechende Punktenpaare 
wechselseitig (4a, mit b,b,, 
oder mit d, d,, u.s.w.) durch 
Gerade (ab, und ba,, nd, 
und dA,,...) verbindet, so lie- 
sen die Durchschnitte ®, 
Dinevaller dieser Par 
Geraden in einer bestimm- 
ten Geraden d,, die näm- 
lich zu den perspectivi- 
schen Geraden a,, b, und 
zu dem durch ihren Durch- 
schnitt ® gehenden Pro- 
jeetionsstrahle c oder ce, 
der vierte, dem c, zuge- 
ordnete,harmonischeS$trahl 
ist.” 


IV. „Dafs wenn man bei 
zwei perspectivischen 
Strahlbüscheln 9 jezwei 
entsprechende  Strahlen- 
paare: sich wechselseitig 
schneiden läfst (a, a, mit b, 
b,, oder mitd, d,, u.s. w.), und 
dieDurchschnitte (a, und b, 
e und d,...) durch Gerade 
a,b, ed,... verbindet, so ge- 
hen diese alle durch einen 
bestimmten Punkt €, der 
nämlich zu den Mittelpunk- 
ten Y,DB der Strahlbüschel 
nnd zu demjenigen Punkte 
EC, in welchem/ihr gemein- 
schaftlicher Strahl (ce e,) 
vom perspeetivischen 
Durchschitte DE getroffen 
wird, der vierte, dem € zu- 
geordnete, harmonische 
Punkt ist.“ 
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Der Satz links ist (mit anderen Worten ausge- 
sprochen) allgemein bekannt. Es ist leicht zu.-sehen, 
wie vermöge dieser Sätze die folgenden Augaben: 

V. „Durch einen gegebe- V. „In einer gegebenen 
nen Punkt ® eine Gerade Geraden DE denjenigen 
DD, zu ziehen, welche Punkt Ezu finden, welcher 
dureh den Durchschnitt 9 mit zwei gegebenen Punk- 
zweier gegebenen Geraden ten X, Bin einer Geraden 
ab, a,b, geht, im Falle die- liegt, im Falle diese Ge- 
serDurchschnitt unzugäng- rade nicht gezogen werden 
lich ist.” kann.” 
wovon die eine, links, ebenfalls allgemein bekannt ist, 
mittelst des Lineals allein zu lösen sind. 

Weiter unten wird man finden, dafs die Sätze 
(IV.) nur besondere Fälle von allgemeineren Sätzen 
sind, die nämlich statt finden, wenn die projeclivischen 
Gebilde a,,b, und U, sich in schiefer Lage befinden. 

Es liefsen sich hier noch eine Menge Folgerungen. 
ziehen, die namentlich das Dreieck, die Theorie der 
Transversalen, u. s. w. betreffen, bei denen ich mich 
aber nicht aufhalten kann, 


21. Sind drei Gerade A, A,, A, (Fig. 27.) unter 
einander projectivisch, nämlich in Ansehung der Punkte 
a a DR RE a ER ar ‚ und liegen 
sie so, dals sie einander in einem Punkte schneiden, 
und dafs in demselben drei entsprechende Punkte e, 
€, € vereiniget sind, und dafs mithin je zwei Gerade 
perspectivisch liegen, so müssen nothwendiger Weise 
die drei Projectionspunkte B,B,, B, in einer Geraden 
liegen. Denn sind B, B, die Projectionspunkte der 
Geraden A und A,, A und A,, so ist die GeradeBB, 
ein Projectionsstrahl sowohl von A und A,, als von 
A und A,, so dafs also der Punkt d, in welchem sie 
A begegnet, den Punkten d,, d,, in welchen sie A,A, 
schneidet, entspricht, und dals sie folglich auch ein 
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Projectionsstrahl von A, und A, ist, und durch ihren 
Projectionspunkt B, geht. 

Wird umgekehrt angenommen drei Strahlbüschel 
B, B,, B, seien unter einander projectivisch, und lie- 
gen so, dafs drei entsprechende Strahlen d, d,, d, ver- 
einigt sind, dafs mithin je zwei Strahlbüschel perspec- 
tivisch liegen, so folgt auf ähnliche Weise, wie vorhin, 
.dafs die drei perspectivischen Dinchischnifte AA, 
einander in einem Punkte (ee,e) treffen. Also hat man 


folgende Sätze: 


I. „Sind drei Gerade A, 
A,, A, unter einander pro- 
jeetivisch und liegen sie 
so, dafs sie sich in einem 
Punkte schneiden, und dafs 
in demselben drei entspre- 
chende Punkte vereiniget, 
und mithin je zwei Gerade 
perspectivisch sind, so lie- 
gen die drei Projections- 
punkte B,B,, B, in einer 
Geraden.” 


I. „Sind drei Strahlbü- 
schel B, B,, B, unter ein- 
ander projectivisch und 
liegen.sie so, dafs drei ent- 
sprechende Strahlen auf- 
einander fallen, also ihre 
Mittelpunkte in einer Ge- 
raden liegen, und mithin 
je zwei Strahlbüschel per- 
spectivisch sind, so tref- 
fen sich die drei perspec- 
tivischen Durchschnitte A, 
A,, A, ineinem Punki.” 


Aus diesen Sätzen folgen unmittelbar nachstehende 


bekannte Sätze: 


I. „Treffen die drei Ge- 
radenA,A,,A,, welche die 
Ecken irgend zweier Drei- 
ecke AA,n,, b5b,b,, in be- 
stimmter Ordnung ge »om- 
men, paarweise verbinden, 
in einem Punkte zusammen, 
so liegen die drei Punkte 
B,B,, B,, in welchen die 
gegenüber liegenden Sei- 
ten, in gleicher Ordnung 
paarweise genommen, ein- 
ander schneiden, in einer 
Geraden.” Denn- man kann 


II. „Liegen die drei Punk- 
teB,B,, B,, in welchen die 
Seiten irgend zweier Drei- 
eeke an,a,, bb, b,, in bes 
stimmter Ordnung paar- 
weise genommen, sich 
schneiden, in einer Gera- 
den, so treffen die drei Ge- 
raden A,A,,A,, welche die 
gegenüber liegendenEcken, : 
in gleicher Ordnung paar- 
weise genommen, verbin- 
den, allemal in einem 
Punkte zusammen.” Denn 


91. Sätze v. Porismen, d. aus Zusammenst.d. Geb, folgen. 79 


festsetzen die Geraden A, A,'und 
A, sollen in Ansehung der gleich- 
namigen Punkte a, b, e und q,, 
b,.e, und a,, b,, e, projecti- 
visch sein ($. 10, 7.) 


‚Es folgt ferner: 


II. „Bewegen sich die 
Ecken eines veränderlichen 
Dreiecks aa, a, in drei fe- 
sten Geraden A,A,,A,, die 
durch einen Punkt e gehen, 
und drehen sich zwei Sei- 
ten desselben, etwa AA,, 
na,, um feste Punkte B,B,, 
so geht auch die dritte 
Seite d,4, beständig dureh 
einen dritten festen Punkt 
B,,der mit jenen beiden in 
einer Geraden liegt.” 


man kann festsetzen die Strahl- 
büschel B, B, und B, sollen in 
Ansehung \ der gleichnamigen 
Strahlen a, b,d und a,,b,,d, nnd 
a5, b;, d, pröjectivisch sein 


($. 10, 7.). 


III. „Drehen sich die Sei- 
ten eines veränderlichen 
Dreiecks aa,n, um drei 
feste Punkte B,B,, B,, die 
in einer Geraden d liegen, 
und bewegen sich ‚zwei 
Ecken desselben, etwa a,A,, 
in festen Geraden A,A,, so 
bewegt sich auch die drit- 
te Ecke a, in einer dritten 
festen Geraden A,,die sich 
mit jenen beiden in einem 
Punkte schneidet.” 


Bei den obigen Sälzen (I.) ist der besondere Fall 
möglich, dafs einerseits (links) die drei Projeclions- 
punkte B, B,, B,, und andererseits die drei perspecti- 
vischen Durchschnitte A, A,, A, zusanımen fallen; die- 
ses leitet daher auf nachstehende Aufgaben, 


IV. „Drei gegebene Gera- 
de A, A,, A,, die unter ein- 
ander projectivisch sind, 
soin perspectivische Lage 
zu bringen, dafs sie sich 
ineinem Punkte € schnei- 
den und einen gemein- 
schaftlichen Projections- 
punkt B haben.” 


IV. „Dreigegebene Strahl. 
büschelB, B,, B,, die un- 
ter einander projectivisch 
sind, so in perspectivische 
Lage zu bringen, dafs ihre 
Mittelpunkte in einer Ge- 
raden liegen, und dals sie 
einen. gemeinschaftlichen 
perspeetivischen Durch 
schnitt A haben.” 


Die Auflösungen dieser Aufgaben sollen den 
Liebhabern vorläufig zur Uebung überlassen bleiben: 
sie lassen sich leicht auf frühere Sätze gründen ($. 15.); 


später sollen sie mitgetheilt werden. 


Ich will hier nur 
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angeben, dafs die erste Aufgabe (links), im Allgemei- 
nen unendlich viele Auflösungen zuläfst, wobei sich 
verschiedene drei entsprechende Punkte der Geraden 
in deren gemeinschaftlichem Durchschnitte vereinigen 
lassen. Giebt es auch entsprechende Punkte, bei de- 
ren Vereinigung keine Auflösung statt findet? und wel- 
chen Spielraum haben sie? Was findet insbesondere 
statt, wenn die Geraden ähnlich sind? — Die andere 
Aufgabe dagegen lälst im Allgemeinen der Hauptsache 
nach nur zwei Auflösungen zu. | 
22. Durch Wiederholung oder Zusammensetzung 
eines obigen Satzes ($. 21.) gelangt man unmittelbar zu 
einem berühmten Porisma, welches Pappus, in der 
Vorrede zum VII. Buch der Collectiones Mathematicae, 
mittheilt, und welches, wegen seines Scheins von All- 
gemeinheit, leicht für schwerer und umfassender ge- 
halten wird, als es in der That ist, nämlich zu dem 
folgenden Porisma: 

I. „Wenn in einer Ebene n beliebig gezo- 
gene geradeLinien einander irgend wie durch- 
schneiden, und man hält die n—1 Durch- 
schnittspunkte fest, die einer von ihnen, gleich 
viel welcher, angehören, während man alle 
übrigen beziehlich um diese Punkte bewegt, 
und während n— 2 von ihren gegenseitigen. 
Durchschnitten, wovon keine drei denselben 
drei Geraden, keine vier denselben vier Ge- 
raden, u. s. w. angehören, gezwungen sind auf 
einer gleichen Anzahl gegebener Geraden, als 
Leitlinien genommen, zu bleiben: so werden 
alle übrigen Durchschnitte der bewegten Ge- 
raden, deren Anzahl eine Triangularzall ist, 
einzeln andere Gerade beschreiben, die mit 

jenen 
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jenen Leitlinien zugleich der Lage nach gege- 
ben sein werden.” 

In neuerer Zeit hat Robert Simson zuerst die- 
sen Satz bewiesen. Mittelst der oben festgesetzten Er- 
klärungen ($. 19.) kann der vorstehende Satz, nebst 
seinem entsprechenden Satze wie folgt ausgesprochen 
werden. 


I. „BewegensichdieEcken II. „Drehen sich die Sei- 


eines veränderlichen voll- 
ständigen n Ecks in n fe- 
sten Geraden, die durch 
einenPunkt gehen, und dre- 
hen sieh n—1 Seiten des- 
selben, die irgend einem 
einfachennEck angehören, 
aus welchen das vollstän- 
dige besteht, um eben so 
viele feste Punkte: so dre- 
hen sich auch die übrigen 


Seiten, an Zahl rer 
um andere feste Punkte, die 


also mit jenen festenPunk- 
ten zugleich gegeben sind.” 


ten eines vollständigen 
veränderliechen n Seits um 

n feste Punkte, diein einer 
Geraden liegen, und bewe- 
gen sich n—1 Ecken des- 
selben, die irgend einem 
einfachen n Eck angehören, 
aus denen das vollständige 
besteht, in eben so vielen 
festen Geraden: so bewe- 
gen sich auch die übrigen 


Ecken, an Zahl man 
in anderen festen Geraden, 


die also mit jenen festen 
Geraden zugleich gegeben 


sind.” 


In der That sind diese zwei Sätze, wie schon er- 


wähnt worden, nichts anderes als eine zusammenhän- 
gende Wiederholung der obigen einfachen Sätze (8.21, 1.). 
Oder noch leichter können sie aus folgenden Sätzen, 
deren Richtigkeit von selbst erhellet, zusammengesetzt 
‚werden. Nämlich: 


III. „Wenn bei drei Gera- III. „WennvondreiStrahl- 
den A,A,, A,, die einan- büscheln B, B,, B,, deren 
der ineinemPunkte schnei- Mittelpunkte in einer Ge- 
den, zwei mit der dritten raden liegen, zwei mit dem 
projeetivisch sind und mit dritten projectivisch sind, 
ihr perspectivisch liegen, und mit ihm perspectivisch 
so sind sie auch unter sich liegen, sosind sie auch 
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projeetivisch und liegen unter sich projeetivisch 


persp eetivisch.” 


und liegen perspeetivisch.” 


Daraus folgt, durch Zusammensetzung, unmittelbar: 


IV. „Dafs wenn von n Ge- 
raden A, A,,Aza,... An.» die 
durch einen und denselben 
Punkt gehen, der ‘Reihe 
nach jede mit der darauf 
folgenden projeetivisch 
ist, und mit ihr perspeeti- 
visch liegt, dann alle un- 
ter einander projectivisch 
sind, und perspectivisch 
liegen” 


IV. „Dals wenn vonn 
Strahlbüscheln B,B, ,B,.... 
B„.„, derenMittelpunkte in 
einer Geraden liegen, der 
Reihe nach jedes mit dem 
darauf folgenden projecti- 
visch ist, und mit ihm per- 
spectivisch liegt, dann al- 
le unter einander projecti- 
visch sind, und perspecti- 
visch liegen.” 


In diesen Sätzen sind die obigen (Il.) enthalten. 


Denn wenn z. B., nach dem Satze (II, links), die Ecken 


eines vollständigen Vierecks a, A, Aa, ds (Fig, 28.) sich 
in den festen Geraden A, A,, A,, As; bewegen, wäh- 
rend sich etwa die drei Seiten ad,, AıAz, A2d, des 
einfachen Vierecks Q4, A,ds a um die drei festen Punkte 


B, B,, B, drehen, so sind offenbar A und A,, A, und 


A,, A, und A, in Ansehung der Punkte aund a,, a, 
und 4,, ad, und A; projectivisch, und liegen perspecti- 
visch,; nämlich B, B,, B, sind ihre Projectionspunkte; 


daher sind, zufolge vorstehenden Satzes, auch A und 


A,, A, und A,, A und A,, in Ansehung der Punkte 
a und a, a, und Q,, a und. a,, projectivisch und lie- 
gen perspectivisch, so dafs folglich auch die drei übri- 
gen Seiten Afz, Aıds, AAs des vollständigen Vierecks 
sich um feste Punkte B,, B,, B, drehen, nämlich um 
die Projectionspunkte der letzgenannten Paar Geraden. 
Ueberdies folgt auch noch ($. 21, I.), dals von den 
sechs Punkten B, B,, B,, B;, B,, B, viermal drei in 
einer Geraden liegen, dals sie also die Ecken eines 
vollständigen. Vierseits sind. 
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>... Wenn andererseits z. B. die Seiten eines vollstän- 
digen Vierseits a, aı, As, as (Fig. 29.) sich um feste 
Punkte B, B,, B,, B; drehen, die in einer Geraden 
liegen, während sich etwa die drei Ecken a, aı, % 
des Vierecks Ad,A,asa in den drei festen Geraden A, 
A,,. A, bewegen, so sind offenbar die Strahlbüschel 
B und B,, B, und B,, B, und B,, in Ansehung der 
entsprechenden Strahlen a und a,, a,und a,, a,und a, 
projectivisch und liegen perspectivisch, nämlich A, A,, 
A, sind ihre perspectivischen Durchschnitte; daher sind 
auch die Strahlbüschel B und B,, B, und B,, B und 
B,, in Ansehung der Strahlen a und a,, a, und a,, a 
und a,, projectivisch und liegen perspectivisch (IV.), so 
dafs folglich auch die drei übrigen Ecken a,, a,, a; 
des vollständigen Vierseits sich in bestimmten festen 
Geraden A,, A,, As bewegen, nämlich in den perspec- 
tivischen Durchschnitten der letztgenannten Strahlbü- 
schelpaare,. Ueberdies folgt noch ($. 21, I.), dafs die 
6 Geraden A, A,,....- A, die 6 Seiten eines vollstän- 
digen Vierecks «, f, 7, Ö sind. 

Ganz eben so, wie bei diesen Beispielen, lassen 
sich die Sätze bei jeder anderen Figur nachweisen. 
Verschiedene besondere Fälle der obigen Sätze (II. 
‘oder IV.) — die einerseits (links) dadurch entstehen, dafs 
von den festen Geraden einige auf einander fallen, oder 
dafs die festen Punkte in einer Geraden liegen, und 
dafs diese durch den gemeinschaftlichen Durchschnitt 
der festen Geraden geht, u. s. w.; und andererseits da- 
durch, dafs die festen Punkte theilweise vereiniget werden, 
oder dafs die festen Geraden durch einen Punkt gehen, 
und dafs dieser mit den festen Punkten in einer Gera- 
den liegt, u. s. w. — werden hier übergangen. Uebri- 
gens sind die obigen Sätze selbst nur besondere Fälle 
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von allgemeineren und umfassenderen Sätzen, die in 
den zwei nächstfolgenden Kapiteln bewiesen werden. 
23. Schneiden sich drei Gerade A, A,, A; (Fig.30.), 
die unter einander projeclivisch. sind, in drei Punkten, 
und liegen je zwei derselben perspectivisch, so dafs also 
in jedem Durchschnitte zwei entsprechende Punkte ver- 
einiget sind, nämlich @ unde,, f und f, I, und [,, und 
sind &,, &,; [ die den vereinigten Punkten entsprechen- 
den dritten Punkte, so sind in jedem der drei Strahlen 
e%, Erf, Lil zwei Projectionsstrahlen vereiniget, 
nämlich ee, und 41%, ff, und &f,, Iıl und LT, und 
daher müssen ihre gegenseitigen Durchschnitte B, B,, B; 
die Projectionspunkte der Geradenpaare A und Ay, A 
und A,, A, und A, sein. Da auf ähnliche Weise, wenn 
man, statt von den Geraden A, A,,A,, von-den Strahl- 
büscheln B, B,, By ausgeht, auch das Umgekehrte sich 
darthun läfst, so folgen also nachstehende Sätze. 


L. „Wenn dieSeiten A, A, 1. 
A, eines Dreiecks efl, un- 
ter einander projectivisch 
sind,und wenn je zwei per- 
spectivisch liegen, so sind 


„Wenn die Ecken ei- 


Mittelpunkte projectivi- 
scher Strahlbüschel sind, 
wovon je zwei perspeecti- 


ihre Projeetionspunkte B, 
B,, B,, die Ecken eines an- 
deren jenem umbeschrie- 
benen Dreiecks.” 


t 


Sind a, a, 0, irgend 
so ist das Dreieck aaıA; 


nes Dreiecks BB,B, die 


visch liegen, so bilden ih-. 


re perspectivischen Durch- 


schitte A, A,,A, ein Drei- 
eck efl,, welches jenem 
eingeschrieben ist.” 


drei entsprechende Punkte, 
dem Dreiecke (Dreiseit) A, 


A,, A, eingeschrieben und zugleich dem Dreiecke 
BB,B, umschrieben; uud da zur Bestimmung der pro: 
jectivischen Beziehung der drei Geraden A, A,,A, oder 
der drei Strahlbüschel B, B,, B,, dreimal drei entspre- 
chende Punkte e, 4, 8; 6 fh, &; 1, I, R oder Strah- 
len e, €, &; k, k,, ka; I, Ih, I,, willkührlich ange- 
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nommen werden können, so folgen ferner unmittelbar 
nachstehende Sätze, | 

U. „Wenn einem beliebigen Dreieck A, A,, 
A, irgend ein zweites BB,B, umschrieben ist, 
so giebt es unzählig viele andere Dreiecke 
Adıaa, (ddıde, Clan, ..... ), von denen jedes dem 
ersten eingeschrieben und zugleich dem zwei- 


ten umschrieben ist.” Nämlich: 


„Beschreibt man. irgend 
ein Dreieck aa,a,, dessen 
Ecken, in bestimmter Ord- 
nung genommen, in den 
Seiten jenes ersten Drei- 
ecks liegen, und von des- 
senSeiten zwei durch zwei 
Ecken des zweiten gehen, 
so geht allemal auch die 
dritteSeite desselben durch 
die dritte Ecke des zwei- 


£ 


ten.” & 


„Beschreibt man irgend 
ein Dreieck aa,a,, dessen 
Seiten, in bestimmter Ord- 
nung genommen, durch die 
Ecken jenes.zweiten Drei- 
ecks gehen, und. von des- 
sen Ecken zwei in zwei 
Seiten des ersten liegen, 
so liegt allemal auch die 
dritte Ecke desselben in 
der dritten Seite des er- 
sten.” 


Oder mit anderen Worten: 


„Ist einem Dreieck A,A,, 
A, ein zweites BB,B, um- 
schrieben und bewegen 
sich die Ecken eines drit- 
ten Dreiecks An,a, in den 
Seiten des ersten, während 
zwei Seiten, in bestimmter 
Ordnung genommen, sich 
um zweilEcken deszweiten 
drehen, so dreht sich auch 
die dritte Seite desselben 
um die dritte Ecke des 
zweiten.” 


III. „Wenn vonden Ecken 
eines Sechsecks B,BB, a, 
eaB, zweimal drei, die 
nicht aufeinander folgen, 
in einer Geraden liegen, 


„Ist einem DreieckBB,B, 
ein zweites A,A,,A, einge- 
schrieben, und drehen sich 
die Seiten eines dritten 
Dreiecksaa,a,um dieEcken 
des ersten, während zwei 
Ecken, in bestimmter Ord- 
nung genommen, sich- in 
zwei Seiten des zweiten 
bewegen, so bewegt sich 
auch die dritte Ecke des- 
selben in der dritten Seite 
des zweiten.” » 


III. „Wenn von denSeiten _ 
eines SechsecksB, Ba, efa, 
B, zweimal drei, die nicht 
aufeinander folgen, durch 
einen Punkt gehen, wie et- 
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‚wie etwa, B, a, und B,,& wa:.B,B,a, fa, und Ba,,ef,.a, 
B, in aa, und B,B,, so lie- B, dureh l, und 4, so treffen 
gen auch die drei Durch- RE auch Rre drei Geraden 
schnitte I,f,a, der einan- B,e, Bf, a,4, durch die ge- 
der gegenüber liegenden genüber liegenden. Ecken 
Seitenin einer Geraden.” einander in einem Punkte 
| D.” | 
: Von diesen zwei bekannten ‚Sätzen (III.) ist der 
eine (links) das XI. Lemma zu den Porisnen des 
Euklides, welche Pappus im VII. Buche mittheilt. 
Im Anhange sollen diese Sätze umfassender gegeben 
werden. | 
Die obigen Verbindungen von drei nen 
Geraden oder Strahlbüscheln, nebst weiteren Verbin- 
dungen der Art, würden leicht zu vielen anderen Sätzen 
führen, wenn der Raum gertnliele, sie hier weiter zu 
verfolgen. 


24. Es sollen hier noch drei projectivische Ge- 
rade und drei projectivische Strahlbüschel so verbun- 
den werden, dafs von den jedesmaligen drei Gebilden 
zwei unter sich schief, aber jedes mit dem dritten 
perspectivisch liegt. 

Befinden sich. von ‚den drei beliebigen Geraden 
A, A,, A, (Fig. 31), die unter einander projectivisch 
sind, zwei, etwa A, A,, in schiefer, dagegen jede 
derselben mit der. dritten A,.in perspectivischer 
Lage, so dafs also im Durchschnitte der ersteren irgend 
zwei, einander nicht entsprechende Punkte, etwa e, d,, 
dagegen in den Durchschnitten, die sie mit der leizte- 
ren A, bilden, zwei entsprechende Punktenpaare, etwa 
£ und f,, fı und I,, vereiniget sind, und sind ferner 
B,, B, die Projectionspunkte von A und A,, A, und 
As: so werden offenbar in der Geraden B,B, irgend 
drei entsprechende Projectionsstrahlen, etwa b, b,, b,, 
aufeinander: fallen, und in jeder der zwei Geraden 
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B,fıl,, B,ff, werden zwei entsprechende Strahlen, nänı- 
lich ff, und ffı, ll und I, I, vereiniget sein. 

a) Werden umgekehrt in irgend einem :Projec- 
tionsstrahl, etwa in b, zweier gegebener projectivischer 
Geraden A, A,, die in schiefer Lage sich befinden, 
zwei beliebige Punkte B,, B, als Mittelpunkte zweier 
Strahlbüschel angenonımen, wovon der erstere auf‘ A 
und der andere auf A, bezogen wird, und die mithin 
in Ansehung der Strahlen a,,b,, cı, dı...... und a,, b,, 
az h.. projectivisch sind (8.11, IH.), so werden sie, 
da in’ dem Strahle b zwei entsprechende Strahlen b,,b, 
vereiniget sind, perspectivisch liegen ($. 14.), und. ihr 
perspectivischer Durchschnitt A, wird offenbar mit jeder 
der zwei gegebenen Geraden A, A, projectivisch sein 
und perspectivisch liegen, nämlich A und A,, A,und A, 
werden B,, B; zum Projectionspunkt haben, ' 

b) Werden die Punkte B,, B, insbesondere in zwei 
entsprechenden Punkten b,, b der gegebenen Geraden 
A,, A angenommen, nämlich B, in 6, und B, in D, wie 
(Fig. 33.), so fallen die Strahlen e,, d,. mit den Ge- 
raden A,, A zusammen, so dafs also die Durchschnitte 
€, dı der entsprechenden Strahlen e, und e,, d, und 
d, in e&,, d liegen, und dafs folglich in diesem Falle 
der perspectivische Durchschnitt A, der Strablbüschel 
die gegebenen Geraden A,, A in denjenigen ‚Punkten 
schneidet, die den in ihrem Durchschnitte vereinigten 
Punkten e, d, entsprechen. Da die Gerade A, durch 
die zwei Punkte e,, d,, oder &, d, bestimmt ist, so 
bleibt also der perspectivische Durchschnitt (A,) der- 
selbe, man mag die Mittelpunkte B,, B, der Strahlbü- 
schel, in welchen zwei entsprechenden Punkten der ge- 
gebenen Geraden A,, A, also in b, und b, oder in 
Ad, und a, oder in c, und c, u. s. w., annehmen als 
man will; so dafs also die Durchschnitte a,, (2, fa... -- 
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der Geradenpaare ab, und a,5, bc, und d;c, ac, und 
EREPER ‚ die bei zwei schief liegenden projectivischen 
Geraden A, A, je zwei Paar entsprechende Punkte 
wechselseitig verbinden, in einer und derselben Ran 
den A; liegen. 

Wenn andererseits von rei! ‚beliebigen Strahlbü- 
scheln B, B,, B, (Fig. 32.), die unter einander projec- 
tivisch sind, sich zwei, etwa B, B,, in schiefer, da- 
gegen jeder derselben mit dem dritten B, in perspecti- 
vischer Lage befinden, so dafs also in der Axe BB, 
der ersteren zwei einander nicht entsprechende Strah- 
len, etwa e, d,, dagegen in jeder der zwei Axen BB,, 
B,B, zwei entsprechende Strahlen, etwa k und k,, I, 
und ], vereiniget sind, und sind ferner A,,A, die per- 
spectivischen Durchschnitte der Strahlbüschel B und B,, 
B, und B,: so müssen offenbar im Durchschnitte der 
Geraden A,, A, die Durchschnitte von irgend drei ent- 
sprechenden Strahlen, etwa die Durchschnitte B, b,, B; 
der Strahlen b, b,, b,, und ferner müssen in jedem 
der beiden Punkte, wo die zwei Paar vereinigten. ent- 
sprechenden Strahlen kk,, hl, ihrem entsprechenden 
dritten Strahl k,, 1 begegnen, zwei entsprechende Punkte 
f und f,, I und S, vereiniget sein, Und umgekehrt: 

«) Sind irgend zwei projectivische Strablbüschel 
B, B, in schiefer Lage gegeben, und man zieht durch 
den Durchschnitt irgend zweier entsprechenden Strah- 
len, z. B. durch den Durchschnitt 5 der Strahlen b, b,, 
zwei. beliebige Gerade A,, A,, so werden letztere in 
Ansehung der Punkte a, d,, 4, dir... und a;, b,, 
de ‚ in welchen sie die Strablbüschel B, Bı 
schneiden, projectivisch sein ($. 11, IL), und, da in 
dem Punkte 5 zwei entsprechende Punkte b,, 5, der- 
selben vereiniget sind, so werden sie perspectivisch 


liegen ($. 14,), und ferner wird offenbar der Strahl- 
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büschel B,, welcher durch ihre Projectionsstrahlen a,, 
Dee gebildet wird, mit jedem der zwei ge- 
gebenen Strahlbüschel B, B, projectivisch sein und per- 
spectivisch liegen, nämlich B und B,, B, und B, wer- 
den die Geraden A,, A, zum perspectivischen Durch- 
schnitt haben. 

6) Werden die Geraden A,, A, insbesondere so 
gelegt, dafs sie mit den Strahlen b,, b zusammenfallen, 
wie (Fig. 34.), so vereinigen sich, wie man sieht, die 
Punkte e,, d, mit den Mittelpunkten B, B, der gege- 
benen Strahlbüschel, so dafs also in diesem Falle, statt 


‘ der entsprechenden Strahlen k und k,, l und I,, die 


% 


entsprechenden Strahlen d und d,, e und e, aufeinan- 
der fallen, und dafs folglich in diesem Falle der Pro- 
jeetionspunkt B, der Geraden A), A,, der Durchschnitt 
derjenigen zwei Strahlen d, e, ist, deren entsprechende 
d,, e in der Axe BB, der gegebenen Strahlbüschel B, 
B, vereinigt sind. Da der Punkt B, vermöge der Strah- 
len d, e, bestinmt ist, so bleibt also der Projections- 
punkt der Geraden A,, A, der nämliche, man mag diese 
mit welchen zwei entsprechenden Strahlen der gegebe- 
nen Strahlbüschel B, B, zusammen fallen lassen, als 
man will, also mit b und b,, oder mit a und a,, oder 
mit c und cı, u. s. w., so dafs folglich die Geraden 
ae u; ‚ die durch die Punktenpaare a, und a,, 
G und Go, fh und 25... gehen, in welchen bei zwei 
schief liegenden projeclivischen Strahlbüscheln B, B, je 
zwei entsprechende Strahlenpaare einander wechselsei- 
tig schneiden, in einem und demselben Punkte B, zu- 
sammentreffen. 

In den vorstehenden Betrachtungen sind die Be- 
weise und Auflösungen der nachfolgenden Sätze und 
Aufgaben enthalten. 
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I. „Bei jedem »Sechseck 
B,B,faa,1,B, (Fig. 31.) wel- 


ches zwei schief liegende 


projeetivische Gerade A, 


A, undirgend vier Projec- 
tionsstrahlen a,b,1, k der- 
selben zu Seiten hat (a), 
treffen die drei Diagona- 
len B,0 B,a,, El,, welche 
die gegenüber liegenden 
Ecken verbinden, in irgend 
einemPunkteg, zusammen.” 


II. „Bei zwei schief lie- 
genden projectivischen Ge- 
raden A,A, (Fig. 33.) liegen 
die Durchschnitte qa,, %,, 
ARE der verschiedenen 
Paar Geraden (ab, und ba,, 
be, undeb,, ae, unden,, 
welche je zwei Paar ent- 
sprechende Punkte wech- 
selseitig verbinden, in ei- 
ner. bestimmten Geraden 
A,, die nämlich den gege- 
benen Geraden. A, A, in 
denjenigen zwei Punkten 
d,e,, begegnet, deren ent- 
sprechende d,,e in ihrem 
Durchschnitte vereiniget 
sind (b).” 


Die Sätze (I.) lassen 


I. „Bei jedem Sechseck 
BaB, IbEB (Fig. 32), welches 
dieMittelpunkte B,B, zwei- 
er schief liegenden Strahl- 
büschel und irgend vier 
Durchschnitte a,b, 1, ent- 
sprechender Strahlen zu 
Seiten hat («), liegen die 
drei Durchschnitte a,, B,, 
0, der drei Paar gegenüber 
liegendenSeiten, inirgend 
einer Geraden a,” 


II. „Bei zwei schief lie- 
genden projectivischen 
Strahlbüscheln B,B, (Fig. 
34.) treffen die Geraden a,, 
BE durch .die ver- 
schiedenen Punktenpaare 
(a, und a,, e, und e,, f, und 
fr so) in welchen/j;e 
zwei Paar entsprechende 
Strahlen sich wechselsei- 
tig schneiden, in einem be- 
stimmten PunkteB, zusam- 
men, der nämlich mit den 
Mittelpunkten B, B, der 
Strahlbüsehel durch die 
jenigen zwei Strahlen d,e, 
verbunden ist, deren ent- 
sprechende d,,e in ihrer 
Axe vereiniget sind (2).” 


Die 


.....o 


sich auch umkehren. 


Sätze (IL) enthalten die obigen Sätze ($. 20, IV.) als 
besondere Fälle, und wie leicht zu sehen, den obigen 
Satz des Pappus nebst dessen entsprechenden ($. 23, 


IL), als Theile in sich. 
II. „Zwei der Lage nach 


und projeetivisch gegebe- 
ne Gerade mittelst des Li- 
neals allein, schief auf ein- 
ander zu projieiren;” d.h.: 


III. „Zwei der Lage nach 
und projecetivisch gegebe- 
ne Strahlbüschel mittelst 
des Lineals allein, schief 
auf einander zu projici- 


24. 


a) „Wenn bei zwei inschie- 
fer Lage: gegebenen: pro- 
jectivischen | Geraden A,A, 
eine zur Bestimmung rer 
projectivischen Beziehung 
hinreichende Zahl entspre- 
chendePunktenpaare, also 
drei Paare, gegeben sind, 
so sollen mittelst des Li- 
neals allein, andere ent- 
sprechende Punkienpaare 
gefunden werden, oder so 


‚soll zu'jedem beliebigen 


Punktin der einenGeraden 
der entsprechende in der 
anderen Geraden, und na- 
mentlich sollen b) dieje- 
nigen zweiiPunkte (d, &,), 
deren entsprechende im 
-Durchschnitte der Gera- 
den vereiniget sind, c) die 
Durchschnitte der Paral- 
lelstrahlen, und endlich 
d) derjenige Projections- 
strahl, welcher einem der 
drei gegebenen Projecti- 
onsstrahlen in irgend ei- 
nem gegebenen Punkte be- 
gegnet, gefunden wer- 


den.” 
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ren;” d.h: oe) „Wenn bei 
zwei in schiefer Lage ge- 
gebenen projectivischen 
Strahlbüscheln B, B, eine 
zur Bestimmung ihrer pro- 
jeetivischenBeziehung hin- 
reichende Zahl entspre- 
chende Strahlenpaare, al- 
so drei Paare,gegeben sind, 
so sollen mittelst- des Li- 
neals allein, andere ent- 
sprechende Strahlenpaare 
gefunden werden, oder so 
soll zu jedem beliebigen 
Strahl des einen Strahlbü- 
schels der entsprechende 
im anderen Strahlbüschel, 
und. namentlich sollen % 
diejenigen zwei Strahlen 
(d, e,), deren entsprechen- 
de in der Axe BB, der 
Strahlbüschel' vereiniget 
sind, und ferner 7) derje- 
nige Durchschnitt irgend 
zweier entsprechenden 
Strahlen, welcher in ir- 
gend einer Geraden liegt, 
diedurch denDurchschnitt 
eines der drei gegebenen 
entsprechenden Strahlen- 
paare geht, gefunden wer- 
den,” 


Auflösung. 1) Sind A, A, (Fig. 31.) die gege- 


benen Geraden, 


und sind a und a,, 5b und b,, c und 


c, die drei»Paar gegebenen entsprechenden Punkte, so 
nehme man in einem der drei Projectionsstrablen a, 
b, c, etwa in b, zwei beliebige Punkte B,, B,, ziehe 
aus ihnen «die Strahlenpaare B,a und B,a,, B,c und 
B,;t,, die sich in den Punkten az, (3 schneiden, und 


ziehe durch diese Punkte die Gerade A;,. 


Soll nun 


a) zu irgend einem Punkte x in der Geraden A der 
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entsprechende Punkt x, in der Geraden ‘A, gefunden 
werden, so ziehe man den Strahl B,r, der die Gerade 
A, in einem Punkte x, schneiden wird, und ziehe so- 
dann aus B, durch x, einen Strabl B, y,rı, so: wird 'die- 
ser der Geraden A, in dem gesuchten Punkte y; be- 
gegnen. b) Zieht man also die Strablen B,e, B,d,, 
und sodann durch die Punkte e,, d,, in: welchen sie 
die Gerade A, schneiden, die Strahlen Bye; e,, B,d.d, 
so müssen diese den gegebenen Geraden A,, A in den- 
jenigen Punkten e,, d begegnen, welche den in ihrem 
Durchschnitte vereinigten Punkten e, d, entsprechen. 
c) Und zieht man ferner durch B,, B, die Strahlen 
q,.r den Geraden A, A, parallel, und sodann durch 
die Punkte q,, r,z die Strahlen B,929ı1, Bırzr, so: wer- 
den diese den Geraden A,,'A in den Durchschnitten 
dı, r der Parallelstrahlen, d. h., in denjenigen Punkten 
begegnen, deren entsprechende 9, rı unendlich. entfernt 
sind. d) Zieht man endlich‘durch die Punkte £, I,, in 
welchen die gegebenen Geraden A, A, von der Gera- 
den A, geschnitten werden, die. Strahlen. B,f, B,I,, so 
sind diese diejenigen Projectionsstrahlen k, 1 (der ge- 
gebenen Geraden A, A,), welche dem gegebenen Pro- 
jectionsstrahle b in den beliebig angenommenen Punk- 
ten B,, B, begegnen. 2) Nimmt man die Punkte B,, 
B, in den entsprechenden Punkten _b, 6, an, wie in 
(Fig. 33.), so wird, wie man sieht, die Auflösung für 
die Forderung (b) sehr vereinfacht, indem alsdann die 
Gerade A, selbst durch die gesuchten Punkte e,,D geht. 
1) Sind andererseits B, B, (Fig. 32.) .die gegebe- 
nen Strahlbüschel, und a, b, c und a,, bı, c, die drei 
gegebenen entsprechenden Strahlenpaare, so ziehe man 
durch den Durchschnitt des einen Paars, etwa durch b, 
zwei beliebige Gerade A,, A,, die den übrigen gege- 
benen Strahlen in den Punkten a, 615 0,6% begegnen, 
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und verbinde diese Punkte paarweise durch die Strah- 
len a,, c,, die sich in irgend einem Punkte B, schnei- 
den werden. Soll nun «) zu irgend einem Strahl x des 
Strahlbüschels B der entsprechende Strahl x, im ande- 
ren Strahlbüschel B, gefunden werden, so verbinde 
man den Punkt y,, in welchem x der Geraden A, be- 
gegnet, mit dem Punkte B, durch einen Strahl x,, der 
die Gerade A, in einem Punkte g, schneiden wird, so 
wird alsdann B,r, der gesuchte Strahlx, sein. /) Zieht 
man also die Axe BB,, verbindet die Durchschnitte e,, 
d, mit B, durch die Strahlen e,, d,, die den Geraden 
A,, A, in 'e,, d, begegnen, und zieht sodann die Strah- 
len B,&, Bd}, oder e,, d, so sind diese diejenigen 
- Strahlen, deren entsprechende e, d, in der Axe BB, 
vereiniget sind. 7) Zieht man endlich aus B,B, durch 
B, die Strahlen k, I,, die den Geraden A,, A, in den 
Punkten f, I begegnen, so sind diese diejenigen Durch- 
schnitte entsprechender Strahlen (k und k,, I und ],, 
der gegebenen Strahlbüschel B, B,), welche in’ den, 
durch den Durchschnitt 5 des gegebenen Strahlenpaars 
b,b, beliebig gezogenen Geraden A,, A, liegen. 2) Für 
die Forderung (5) wird die Auflösung vereinfacht, 
wenn man die entsprechenden Strahlen b, b, selbst, 
statt der Geraden A,, A, nimmt, wie in (Fig. 34.), in- 
dem alsdann die gesuchten Strahlen d, e, durch den 
Punkt B, gehen. 

IV. „Wenn bei zwei schiefliegenden pro- 
jeetivischen Gebilden B, A (d. h. ein Strahlbü- 
schel B und eine Gerade A, siehe $. 6, I.) drei ent- 
sprechende Elementenpaare gegeben sind, so 
soll man mittelst des Lineals allein, zu irgend 
einem Element des einen Gebildes, das ent- 
sprechende Element des anderen Gebildes 
finden.” 
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Diese Aufgabe kann leicht auf eine. der: vorigen 
Aufgaben (IIl.) gebracht werden. Denn schneidet man 
den Strahlbüschel B durch irgend eine Gerade A,, so 
ist diese mit: der gegebenen Geraden A. projectivisch, 
und die Aufgabe ist alsdann auf die obige (II. links) 
gebracht. Oder man beziehe irgend einen Strahlbüschel 
B, auf die gegebene Gerade A, so wird. derselbe mit 
dem Strahlbüschel B projectivisch sein, und die Auf- 
gabe ist alsdann auf die obige (II. rechts) gebracht. 

25. Aus den vorigen Betrachtungen ($. 24.) sind 
nur diejenigen Sätze und Aufgaben herausgehoben wor- 
den, die für spätere Untersuchungen unumgänglich er- 
forderlich sind. Es hätten noch mehr Sätze und Auf- 
gaben an dieselben angeschlossen werden können. Fer- 
ner würden andere Verbindungen der betrachteten pro- 
jectivischen Gebilde noch viele interessante Resultate 
liefern, wenn nicht dieses Kapitel schon eine zu grofse 
Ausdehnung erlangt hätte. 

Zum. Schlusse dieses Kapitels soll nur noch die 
folgende bekannte Aufgabe gelöst werden. 

„Wenn in einer Ebene zwei beliebige 
gleichnamige Vielecke gegeben sind, ein drit- 
tes zu beschreiben, welches dem einen um- 
schrieben und dem anderen eingeschrieben 
ist’ Oder: „Ein Vieleck zu beschreiben, des- 
sen Seiten der Reihe nach durch gegebene 
Punkte gehen, und dessen Ecken der Reihe 
nach in gegebenen Geraden liegen.” 

Auflösung. Diese anscheinend schwere Aufgabe 
wird leicht auf die obige ($. 17.) gebracht, so dafs sie, 
sobald in der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist, so- 
fort mittelst des Lineals gelöst werden kann; nämlich 


wie folgt. | 
Es seien z. B. irgend vier Gerade A, A,, A,, As; 
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(Fig. 35.) und irgend 'vier Punkte B, B,, B,, Bs gege- 
ben, so soll also ein Viereck beschrieben werden, des- 
sen Ecken, in bestimmter Ordnung genommen, in jenen 
Geraden liegen und dessen Seiten, nach bestimmter 
Ordnung, durch jene Punkte gehen. 
Werden die Punkte B, B,, B,, B, nach der Reihe 
als Projeclionspunkte der Geradenpaare A und A,, A, 
und A,, A,und A,, A; und A, angenommen, wo näm- 
lich A, eine mit A vereinigte fünfte Gerade ist, so 
sind alsdann alle. Gerade unter einander projectivisch, 
also auch Aund A, ($. 11, III), und zwar so, dafs zu 
irgend einem Punkte a in der ersten Geraden A, blofs 
durch Ziehen der Strahlen a, a,, a,, a5 die entsprechen- 
den Punkte A,, Aa, As, A, in den übrigen Geraden nach 
der Reihe gefunden werden. Nun verlangt die Auf- 
gabe offenbar nichts anderes, als man solle den ersten 
Punkt a so annehmen, dafs der letzte a, mit ihm zu- 
sammentreffe. Es fallen aber bei zwei aufeinander 
gelegten projectivischen Geraden A, A,, im Allgemeinen 
nur höchstens zwei Paar entsprechende Punkte aufein- 
ander ($. 16, IL), folglich sind im Allgemeinen 
auch nur zwei Vierecke möglich, die der Auf- 
gabe genügen. Somit ist also die Aufgabe auf die 
obige ($. 17.) gebracht, weil hiernach die genannten 
Vierecke gefunden sind, sobald man die vereinigten 
entsprechenden Punktenpaare (e und e,, £ und f,) der 
Geraden A, A, kennt. Um diese Punktenpaare finden 
zu können, ist aber nur nöthig zu irgend drei beliebi- 
gen Punkten a,b, c in der Geraden A die entspre- 
chenden Punkte a,;, B,, c;, in der Geraden A,, nach 
der vorhin angegebenen Art, zu suchen. 
Man könnte die Aufgabe auch so lösen, dafs man 
statt der fünften Geraden A, ein fünftes, etwa mit B 
concentrisches, Strahlbüschel B, zu Hülfe nähme; in- 
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dessen wäre die Auflösung nicht so BIENEN wie die 
vorstehende. 

Es ist klar, dafs die Auflösung sich ganz ähnlich 
bleibt, das zu beschreibende Vieleck mag so viele Seiten 
haben, als man will, und dafs die Aufgabe, im Allge- 
gemeinen, nur zwei Auflösungen zulasse. Wenn aber 
die Rangordnung der gegebenen Punkte (B, B,,B,,.....) 
und Geraden (A, A,, A,,.....) nicht festgesetzt ist, dann 
ist die Zahl der Auflösungen viel gröfser, und ver- 
mehrt sich mit der Seitenzahl des Vielecks; so z. B. 
würden bei dem vorhin betrachteten Fall, wo die zu 
beschreibende Figur nur ein Viereck war, ah Auf- 
lösungen statt finden *). 

Die Aufgabe umfafst eine grofse Menge hondhdeh 
rer Fälle, deren Besonderheit z. B. darin besteht, dafs 
die gegebenen Punkte theilweise in Geraden liegen, 
oder die gegebenen Geraden theilweise durch dieselben 
Punkte gehen, oder dafs die gegebenen Punkte oder 
Geraden theilweise aufeinander fallen; u. s..w. Die 
Auflösung aller dieser Fälle ist leicht aus der vorste- 


henden Auflösung zu entnehmen. 
| Die 


*) Es wurde schon oben ($. 19.) erwähnt, dafs durch n Punkte 
in einer Ebene 3.4.5.....n verschiedene einfache n Ecke be- 
stimmt werden. Man überzeugt sich davon wie folgt. Die Punkte 
lassen sich offenbar so oft in anderer ne verbinden, als n 
Elemente sich versetzen lassen, also 1.2.3.....n Mal. Allein je 
zwei Verbindungen, die einander gerade Öngekeneie sind, d. h., 
wo die Rangordnung der Punkte gerade umgekehrt ist, sind offen- 
bar nicht zwei verschiedene, sondern nur ein und das- 
selbe n Eck (z.B. bei fünf Punkten ist ABCDE und EDCBA 
ein und dasselbe Fünfeck), daher ist auch die Zahl der verschie- 
denen n Ecke nur halb so grols als die Zahl der genannten Ver- 
setzungen. 

Wenn nun, in Beziehung auf die oben stehende Aufgabe, die 
Seiten eines (einfachen) n Ecks durch n gegebene Pahkte B,B, 
ER RERR Bn--ı gehen sollen, so sind dabei offenbar ebenfalls 
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| Die obige Aufgäbe wurde zuerst von den Mathe- 

matikern Servois, Gergonne und Lhuilier gelöset, 
im II. Bde. der Annales de Mathematiques. Die vor- 
stehende Anflösung ist vermöge des Umstandes: „dafs 
sie nur im Ziehen gerader Linien zwischen 
gegebenen Punktenpaaren besteht, sobald in 
der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist;” un- 
ter allen mir bekannten Auflösungen die einfachste und 
leichteste. 


Zweites Kapitel. 


Von projectivischen Geraden, ebenen Strahlbü- 
scheln und Ebenenbüscheln im Raume, 


Ein Ebenenbüschel verbunden mit Geraden und ebe- 
nen Strahlbüscheln. 


26. In dem vorhergehenden Kapitel war der Ort 
der Gebilde, die betrachtet wurden, ausdrücklich auf - 
eine Ebene beschränkt. Es bleibt demnach noch übrig 
diese Gebilde, nämlich projectivische Gerade und 


SUIEREN. n verschiedene Rangordnungen möglich., Nun bleibt 
bei jedem von diesen 3.4.d....n verschiedenen n Ecken noch die 
Rangordnung frei, nach welcher die Ecken desselben in den ge- 
gehenen Gerdden A, A,, Ag, ....An—ı liegen. Die Zahl diesel 
Ölfnüngen ist aber offenbar a Verdkiingsdäh für n Elemente 
(etwa für n Personen A, A; -.:-- aufn Plätzen ANA, sei ): gleich, 
in Ze 2 DB auc n. Da endlich, zufolge der oben stehenden 
- Auflösung, für eine bestimmte Kankordaune der Punkte B, B,, 
a und der Geraden A, A,, A,, +... ‚ im Allgemeinen) 
zwei Auflösungen statt finden, so ist folglich, wenn die Rangord- 
nung weder des gegebenen Punkte B, B,,..... Bn—ı, noch, der 
gegebenen Geraden A, A, ,...-- Be festgesetzt ist, die Zahl 
aller Auflösungen im Allgemeinen 

3a BEI WI A. 2 x3512,27,. 24.3507 
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ebene Strahlbüschel, in'solcher Lage zu üntersu- 
chen, wo sie nicht mehr in einer und derselben Ebene 
liegen. Zu diesem Ende ist es zweckmäfsig, und wie 
sich zeigen wird, der Natur der Sache angemessen, das 
dritte Gebilde, nämlich den Eben eubüsch el 61 1, Im ); 
mit jenen zugleich zu betrachten. 

Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die 
Gebilde und 'ihre verschiedenen‘ Verbindungen, weil 
sie nicht mehr in einer Ebene liegen, nicht leicht durch 
Zeichnungen (Figuren) vorstellig machen; dieses ist aber 
auch nicht nöthig, weil durch zweckmäfsige Benennun- 
gen das Festhalten der Zusammenstellungen der zu be- 
trachtenden Gebilde erleichtert wird. Ueberhaupt sind 
stereometrische Betrachtungen, meiner Meinung nach, 
nur dann’ richtig aufgefalst, wenn sie rein, ohne alle 
Versinnlichungsmittel, nur durch die innere Vorstel- 
lungskraft ‚angeschaut werden. Wenigstens ist dieses 
für die synthetische Betrachtungsweise erforderlich, und 
vorzugsweise für Denjenigen, der darin erfinderisch zu 
Werke gehen will; denn- nur auf diesem Wege kann 
er seinen:.Gegenstand selbst gewähren lassen, kann er 
den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren- 
Verbindung in allen ihren einzelnen Fällen_und nach 
allen ihren Grenzen.bin leicht ‚und richtig durchschauen, 
und alle diese Fälle zusammen als ein in einander 
fliefsendes oder aus sich selber heraustretendes Ganzes 
erkennen. ‚Wenn auch im Anfange diese freie Vorstel- 
lung einige Mühe macht, so wird man doch bald eine 
gewisse Fertigkeit darin erlangen, und sich dann für 
die überstandene Anstrengung hinlänglich entschädiget 
finden. Wer bemüht wäre durch andere Mittel diese 
Anstrengung zu umgehen, der dürfte nicht wohl thun, 
indem er das Vorstellungsvermögen, statt gesund, kräf- 
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tig und lebensthätig zu machen, dasselbe. vielmehr in 
dunkler, schwerfälliger Auffassung erhalten 'würde. 

Da die folgenden Betrachtungen mit denen im vo- 
rigen Kapitel grofse Uebereinstimmung haben, ja da 
sie grofsentheils durch die: letzteren vorbereitet sind, 
oder sich auf dieselben stützen; so. werde:ich‘ mich da- 
bei kürzer fassen dürfen und ‘nur nöthig haben, die 
Entwickelung so weit'zui verfolgen, bis sie auf ‚frühere 
Betrachtungen gebracht, oder bis die weitere Untersu- 
chung durch ein mit dem frühern ganz übereinstimmen- 
des Verfahren, zu Ende geführt werden kann. '' 
27. Nach der oben ($. 1, III.) gegebenen Frklä- 
rung besteht ein Ebenenbüschel aus der unzähligen 
Menge von Ebenen, welche durch eine und dieselbe 
Gerade, Axe genannt, gehen. Die Axe eines solchen 
beliebigen Ebenenbüschels soll durch 9 bezeichnet 
werden, und wenn von den Ebenen desselben einzelne 
namhaft gemacht werden a, so RO sie «, ß, 
RAT IIR heilsen. | 

I. Denktman sich im Raume ealabe einen Ebenen 
büschel X und irgend eine Gerade A und bezieht beide 
auf einander, so findet man: 

1) Dafs im Allgemeinen durch ‘öen Punkt der Ge- 
raden A eine Ebene des Ebenenbüschels U geht. 
Jeder Punkt und die durch ihn gehende Ebene 
sollen entsprechend heifsen, und zwar’ sollen 
die den Punkten a,b, c,®,..... ne 
Ebenen nach der Reihe durch &, , 96, ..... be- 
zeichnet werden. Nur eine Ebene ist‘ mit der 
Geraden A parallel, oder geht nach ihrem: unend- 
lich entfernten Punkte; sie heifse''die' Parallel- 
ebene (£. 2.). Masten 
Insbesondere kann ' die Gerade A in/eine solche 
Lage übergehen, dafs sie die Axe I des Ebenen-- 

7% 
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büschels schneidet, dann liegt sie in einer Ebene 
des letzteren, und schneidet alle übrigen Ebenen 
in einem und demselben Punkte, der nämlich der 
Durchschnitt der Geraden A und I ist. Darun- 
ter ist auch der besondere Fall mitbegriffen, wo 
die Gerade A der Axe X parallel, d. h., nach 
ihrem unendlich entfernten Punkte gerichtet ist. 

TI. Denkt man sich mit dem :Ebenenbüschel A zu- 


gleich irgend eine andere Ebene B, so finden zwischen 
ihnen folgende Beziehungen statt: 


1) 


2) 


Ihr: gegenseitiger Durchschnitt ist. ein. ebener 
Strahlbüschel, d. h., die Durchschnittslinien, in 
welchen alle Ebenen des Ebenenbüschels 4 die 
besondere Ebene B schneiden, 'bilden zusammen | 
einen Strahlbüschel Bin dieser Ebene, dessen Mit- 
telpunkt der Durchschnitt der Ebene B und der 
Axe J[ist,. Die ‚Strahlen, oder die Durchschnitts- 
linien, durch welche die einzelnen Ebenen «, /, 
Vene gehen, sollen nach der Reihe durch 
a,b,c,d,.....bezeichnet werden, und jeder Strahl 
und die durch ihn ‘gehende Ebene sollen: ent- 
sprechend heifsen. 

Die Ebene B kann insbesondere ihre Lage so 
verändern, dafs sie der Axe N parallel wird: 
dann entfernt sich der Mittelpunkt des ebenen 
Strahlbüschels B ins Unendliche, und alle Strah- 
len desselben werden parallel, nämlich der Axe 
X parallel. Nähert sich in diesem Falle ferner 
die Ebene B der ihr parallelen Axe U, bis sie 
endlich diese in sich aufnimmt, so wird sie 
mit irgend einer Ebene des Ebenenbüschels X 
zusammenfallen, und mit allen übrigen Ebenen 
die Axe 9 zum gemeinscha ftlichen Durchchnitt 
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haben, so dafs also der Strahlbüschel B sich auf 
diese Axe reduzirt. 

3) Endlich kann die Ebene B auch eine solche be- 
sondere Lage haben, dafs sie zu der Axe U senk- 
recht ist: dann werden durch die Winkel im 
Strahlbüschel B die Flächenwinkel im Ebenenbü- 
schel U dargestellt, d. h., der Winkel, welchen 
irgend zwei Strahlen des ersteren einschliefsen, 
ist dem Flächenwinkel der ihnen entsprechenden 
Ebenen gleich, se dafs also z. B. Winkel (ab) 
= (aß), (ac) = (ey), (be) = (#y),....., wenn 
nämlich der Winkel, den zwei Ebenen, etwa 
&,  einschliefsen, durch («) bezeichnet wird. 

Il. Hat man auf die vorstehende Art eine Gerade 
A (l.) eder einen ebenen Strahlbüschel B (II.) auf einen 
Ebenenbüschel X bezogen, so sollen die jedesmaligen 
zwei Gebilde A und %, oder B und X „projecti- 
visch” heifsen, nämlich in Ansehung der entsprechenden 
Elementenpaare aund «, Bund ?, c und >,..... ‚oder a 
und &, b und , c und y,..... Befinden sich die Ge- 
bilde in solcher Lage, dafs die Punkte a,b, c;, .... 
oder die Strahlen a,b,c,....: in den ihnen entspre- 
chenden Ebenen «, ß, 75... liegen, wie bei vorste- 
henden Betrachtungen, so soll gesagt werden, sie seien 
oder sie liegen „perspectivisch,” und wenn dieses 
nicht der Fall ist, so’ soll ihre Lage „schief” heifsen. 

IV. Der Ebenenbüschel 4 kann sich insbesondere 
so verändern, dafs seine Axe X. sich ins Unendliche 
entfernt, so dafs alle Ebenen «, f, y,...... desselben 
unter sich parallel werden. Daher kann man umgekehrt 
irgend ein System vonParallelebenen als einen Ebenen- 
büschel betrachten, dessen Axe unendlich entfernt ist. 
Bei einem solchen Ebenenbüschel wird irgend. eine 
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schneidende Ebene B einen ebenen Strahlbüschel her- 
vorbringen (1l.), dessen Strahlen ebenfalls parallel sind. 

28. Die Geraden und die ebenen Strahlbüschel, 
welche mit einem und demselben Ebenenbüschel X 
perspectivisch sind ($. 27.), haben unter ‚einander fol- 
gende Beziehungen: 


Je zwei ebene Strahlbüschel B, Bı die in demsel- 


ben Ebenenbüschel X liegen, d.h., die entstehen, wenn 
letzterer 'von irgend zwei Ebenen B, B, geschnitten 
wird, sind in Betracht der Strahlenpaare a und a,, b 
Aurel b,; e und c,, ....: ‚ die beziehlich in den Ebenen 


&, ßB, 73 ..... des Ebenenbüschels 4 liegen, projectivisch, 


und zwar kann man sagen sie liegen perspectivisch. 
Denn wird die Durchschnittslinie der beiden Ebenen 
B, Bı durch A bezeichnet, so werden, wie”sich ‘aus 
der Anschauung ergiebt, alle Strahlenpaare a und a,, 
b und b,, eund c,, ..... der Strahlbüschel B und B,, 
sich auf der Geraden A schneiden, und heifsen diese 
Durchschnittspunkte, wie gehörig, a,b, t,..... ‚so sind 
einerseits B und A in Ansehung der. Elemente ‘a, b, 
PERRRRER wa und andererseits B, und A in 
Ansehung der Elemente a,, bj, cı,...... und a,b, c,..... 
projeclivisch ($. 2.), folglich sind auch B und B, in 
Hinsicht der Elemente a, b, c,...... ud abe; uanw 
projectivisch, und zwar, da die Durchschnitte der ent- 
sprechenden Strahlen auf einer Geraden, nämlich auf 
A, liegen, so soll ihre Lage, obgleich sie sich: nicht 
in einer Ebene befinden, perspectivisch' heifsen, 
und jene Gerade A soll ihr perspectivischer Durch- 
schnitt und die Axe I’ des Ebenenbüschels ihre Pro- 
jeetionsaxe genannt werden. Wird also von zwei 
projectivischen ebenen’ Strählbüscheln, die in einer 
Ebene’ perspectivisch liegen, wie etwa Bj'B| (Fig. 10.) 
der eine um den perspectivischen Durchschnitt A her- 


a 
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umbewegt, so bleiben die Strahlbüschel' fortwährend 
perspectivisch, und liegen, sobald sie sich nicht mehr in 
einer Ebene befinden, in einem Ebenenbüschel , wel- 
cher durch sie bestimmt wird. 

' Wenn insbesondere die Ebenen B, B, der AxeA 
des Ebenenbüschels in einem und demselben Punkte 
begegnen, so dafs also die ebenen Strahlbüschel B, B, 
concentrisch sind, so geht auch der perspectivische 
Durchschnitt A durch ihren gemeinschaftlichen Mittel- 
punkt, und zwar sind in ihm (in A) zwei entsprechende 
Strahlen vereiniget. Und also auch umgekehrt: Wer- 
den zwei projectivische ebene Strahlbüschel B, B, be- 
liebig concentrisch gelegt, ohne dafs sie in einer Ebene 
liegen, aber dafs zwei entsprechende Strahlen zusam- 
menfallsn, so sind sie perspectivisch, nämlich sie liegen 
in einem und demselben Ebenenbüschel U,: der durch 
sie bestimmt: wird, und der gemeinschaftliche Strahl 
ist als ihr perspectivischer Durschschnitt anzusehen. 

Nun folgt ferner, dafs irgend ein ebener Strahl- 
büschel B und irgend eine Gerade A (die nicht in, der 
Ebene B liegt), die in demselben Ebenenbüschel'; lie- 
gen, in Ansehung ‘der Elemente ‘a,b, c,d,...... und 
VE CART AR ER ER projeetivisch sind. Denn denkt man 
sich irgend eine Ebene B, durch A, so bringt sie (im 
Ebenenbüschel A) einen ebenen Strahlbüschel B, ‚hervor, 
der, wie man sieht, mit ‘A in'Ansehung der Elemente 
Bw ori: und a,b, c;..... projectivisch ‚ist, und 
da er, zufolge vorstehender Betrachtung, : auch ‚mit. B 
projectivisch ist, so sind folglich auch B und A, projec- 
tivisch ($. 11, IL), wie behauptet worden. Sa 

Daher sind ferner je zwei Gerade A, A,, die in 
demselben: Ebenenbüschel 4 liegen,: in Ansehung ‚der 
entsprechenden Punkte a,b, c,...... und:iaji, dry: 
projectivisch. ' Denn: sie sind beide: mit ‚dem! ebenen 
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Strahlbüschel R, mithin auch unter sich projectivisch. 
Schneiden die Geraden A, A, einander, so sind sie 
perspectivisch, nämlieh ihr Projectionspunkt liegt in 
der Axe des Ebenenbüschels U, er ist der Durchschnitt 
dieser Axe und der Ebene, in welcher alsdann die Ge- 
raden liegen. | Ä 

Das Ergebnifs der vorstehenden Betrachtungen be- 
steht also in folgenden Eigenschaften: 

I. „Je zwei ebene Strahlbüschel B, B,, die 
in einem und demselben Ebenenbüschel X lie- 
gen, sind perspectivisch, und zwar ist der 
Durchschnitt ihrer Ebenen ihr perspectivi- 
scher Durchschnitt.” Und umgekehrt: „Haben 
zwei projectivische ebene Strahlbüschel B,B, 
einen perspectivischen Durchschnitt A,d.h, 
sind sie perspectivisch, so liegen sie in einem 
Ebenenbüschel 4, der durch sie bestimmt 
wird, oder insbesondere in einer Ebene; wird 
nämlich der eine um A herumbewegt, so blei- 
ben sie stets inirgend einem Ebenenbüschel, 
und fallen endlich die Ebenen beider Strahl- 
büschel aufeinander, so vereinigen sich alle 
Ebenen des Ebenenbüschels mit ihnen.” „Lie- 
gen die Strahlbüschel B, B, im Ebenenbüschel 
A insbesondere concentrisch, so sind im per- 
spectivischen Durchschnitt A, der dann durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt geht, zwei 
entsprechende Strahlen vereiniget; und um- 
gekehrt, sind bei zwei projectivischen ebenen 
Strahlbüscheln B, B,, die nicht in einerlei 
Ebene liegen, die Mittelpunkte und zwei ent- 
sprechende Strahlen vereiniget, so liegen sie 
in einem Ebenenbüschel X, dessen Axe X na- 
türlicherweise durch den gemeinsamen Mit- 
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telpunkt geht, und der gemeinschaftliche 
Strahl ist als perspectivischer Durchschnitt 
der Strahlbüschel anzusehen.” 

I. „JedeGerade A und jeder ebene Strahl- 
büschel B, die in einem und demselben Ebe- 
nenbüschel X liegen, sind projectivisch.” 

UI. „Je zwei Gerade A, A,, die in einem 
und demselben Ebenenbüschel X liegen, sind 
projectivisch, und wenn sie sich schneiden, so 
sind sie perspectivisch, und ihr Projections- 
punkt liegt in der AxeA des Ebenenbüschels.” 

In Hinsicht ähnlicher Geraden und in Hinsicht glei- 
cher ebener Strahlbüschel finden insbesondere folgende 
Eigenschaften statt: 

IV. „Alle Geraden, die in demselben Ebe- 
nenbüschel X liegen und mit einer und der- 

selben Ebene desselben parallel gehen, sind 
_ projeetivisch ähnlich.” Und umgekehrt: „Alle 
Geraden, die in demselben Ebenenbüschel lie- 
gen und ähnlich sind, sind mit einer und der- 
selben Ebene desselben parallel” Denn da 
jede Ebene des Ebenenbüschels durch. entsprechende 
Punkte der Geraden geht, so werden, da die Geraden 
mit derselben Ebene parallel sind, ihre unendlich ent- 
fernten Punkte sich entsprechen ($. 27, 1), und daher 
folgt ihre Aehnlichkeit ($. 13, I, a). Wenn insbeson- 
dere der Ebenenbüschel X aus Parallelebenen besteht, 
wenn seine Axe unendlich entfernt ist (8.27, IV.), so sind 
alle Geraden, die in einem solchen Ebenenbüschel liegen, 
projectivisch ähnlich, und diejenigen Geraden, die 
unter gleichen Winkeln zu den Ebenen geneigt sind, - 
sind projectivisch gleich. 


N. „EbeneStrahlbüschel, die in demselben 
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Ebenenbüschel liegen, sind projectivisch ähn- 
lich, wenn entweder 
1) ihre Ebenen parallel sind, oder " 
2), wenn diejenige Ebene, welche den durch 
die Ebenen der Strahlbüschel gebildeten 
Flächenwinkel hälftet, zu der Axe X des 
Ebenenbüschels senkrecht ist; 
und auch umgekehrt.” Die Wahrheit dieses Satzes 
ist leicht zu erweisen, nämlich im ersten Falle (1.) 
sind offenbar je zwei entsprechende Strahlen: der Strahl- 
büschel parallel, und folglich je zwei entsprechende 
Winkel gleich, u. s. w. 

29. Da die Flächenwinkel des Ebenenbüschels A 
durch irgend einen ebenen Strahlbüschel B,, dessen Ebene 
zu der Axe U desselben senkrecht ist, dargestellt wer- 
den ($. 27, II, 3.), und da dieser Strahlbüschel B, mit 
jedem anderen Strahlbüschel B, oder mit jeder Gera- 
den A, die in dem Ebenenbüschel U liegt, projecti- 
visch ist ($. 29.), so hat man zwischen irgend viermal 
drei entsprechenden Elementen der drei projectivischen 
Gebilde A, B, A, etwa zwischen «, 6, 7,6; a, b,c, d; 
1 10 0 eh Bedingungen ($. 4 und $.10.): 


sin (a7) ‚sin (ed) _ Sina), sinad) _ ac, ad 
sin (27) ' sin(ß0) sin(be) " sin(bd) be’ bv’ 
1 sin (@P) sin (0) sin(a b) sin(ad) _ab ad 
“\ sin(yP) "sin (0)  sin(ch) ' sin(cd) eb "SED 


sin («ß) , sin(@y) _ sin(ab)  sin(ac) _ ab ac 

sin (0) . sin(öy). - sin(db) ' sin(de) db De 
Und umgekehrt: Ä Ä | 

II. „Sind die Elemente zweier Gebilde A 
und B, oder 4 und A, so einander entspre- 
chend angenommen, dafs zwischen je vier Ele- 
mentenpaaren (bei gleicher Aufeinanderfolge 


are een, re ran en . 
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der Elemente in den jedesmaligen zwei Ge- 
‘bilden (8. 6, y.) oder ($. 10.)) gleiche Doppel- 
verhältnisse statt finden, wie die vorstehen- 
den,’ so sind die Gebilde projectivisch.’ 

Daher folgt ferner. | 

II. „Dafls das ganze System der entspre- 
chenden Elementenpaare zweier projectivi- 
schen Gebilde A und B, oder A und B bestimmt 
sei, sobald drei Paare gegeben sind ($. 6, «.); 
und dafs, um eine projectivische Beziehung 
zwischen den Gebilden zu bestimmen, drei 
entsprechende Elementenpaare beliebig ge-- 
wählt werden dürfen ($. 6, £.).” 

Sollen, wenn bei A und B, oder bei Y und A drei 
Paar entsprechende Elemente gegeben sind, andere ent- 
sprechende Elemente gefunden werden, so ist die Auf- 
gabe leicht auf die obige ($. 6.) oder ($. 24, III.) zu- 
rückzuführen. Denn welche gegenseitige Lage die Ge- 
bilde auch haben mögen, so darf man nur einen ebenen 
Strablbüschel B, oder eine Gerade A, annehmen, die 
mit dem Ebenenbüschel A perspectivisch sind, und so- 
fort zwischen B, oder A, und den gegebenen Gebilden 
B oder A die entsprechende Aufgabe löfen. 

IV. „Liegen zwei projectivische Gebilde X 
und B, oder Yund A so, dafs irgend drei Paar 
entsprechende Elemente zusammentreffen, d.h, 
dafs drei Strahlen von B, oder drei Punkte 
von A in den ihnen entsprechenden drei Ebe- 
nen von X liegen, so liegen die jedesmaligen 
zwei Gebilde perspectivisch (8. 27.), so dafs 
je zwei entsprechende Elemente zusammen- 
treffen.” 


V. „Befinden sich zwei VW. „Befinden sich zwei 
projectivische Gebilde X projectivische Gebilde X 
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nnd A in beliebiger schie- 
fer Lage, so treffen entwe- 
der zwei, oder ein, oder 
kein Paar entsprechende 


Elemente derselben zusam- 


men, nämlich gerade so, 


wie bei den Gebilden Bund 


A ($. 16, IV.), oder wie bei 
zwei aufeinander gelegten 
projeetivischen Geraden A, 
($. 16, II)” Denn denkt 
man sich mit der gegebenen Ge- 
raden A eine andere Gerade A, 
vereiniget, die mit dem Ebenen- 
büschel X perspectivisch ist, so 
sind A und A, projeetivisch, 
woraus sofort die Richtigkeit der 
Aussage folgt. Die vereinigten 
entsprechenden ° Elementenpaare 
der Gebilde X, A werden dem- 
zufolge nach ($. 17.) gefunden. 


29, 


undB in PERSON und 
liegt der Mittelpunkt B in 
der Axe N, so fallen entwe- 
der zwei, oder ein, oder 
kein Paar entsprechende 
Elemente derselben aufein- 
ander, nämlich gerade so, 
wie bei zwei projectivi- 


A 


schen ebenen S$Strahlbü- - 


scheln B, B,, die in einer 
Ebene concentrisch liegen 
(8.16, 11.).” Denn denkt man 
sich in der Ebene des gegebenen 
Strahlbüschels B einen anderen B,, 
welcher mit ihm concentrisch und 
mit A perspeclivisch ist, so sind 
B und B, neöjektirgcihe woraus 
sofort die genannten Eigenschaf- 
ten folgen. Die vereinigten ent- 
sprechendeu Elementenpaare der 
Gebilde A, B werden demzufolge 
nach ($. 17.) gefunden. 


Mit Rücksicht auf ($. 8.) und (8. 12, 1 folgt ins- 
besondere ferner ($. 28, I, Il, IL): 


VI. „Schneiden irgend vier Ebenen des 


Ebenenbüshels 4, etwa dieEbenen«, ß,y, d, ent- 
weder irgend eine Gerade A in vier harmoni- 
schen Punkten a,d,c,d, oder irgend eine Ebene 
B in vier harmonischen Strablen a,b, c,d, 
schneiden sie auch jede andere Gerade A, in 
vier harmonischen Punkten a,, b,, (,, di, und 
jede andere Ebene B, in vier harmonischen 
Strahlen.a,, 'b,,,abe 

Unter diesen Umständen sollen die vier Ebenen 
&, ß,7, 0 „harmonische Ebenen” heilsen, und zwar 
sollen auf dieselbe Weise wie bei harmonischen Punk- 
ten und harmonischen Strahlen ($. 8, 1.), je zwei nicht 
nacheinander folgende Ebenen „zugeordnete har- 
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monische Ebenen” heifsen. . Alsdann lassen sich fast 
alle Eigenschaften, die daselbst ($. 8.) von vier harmo- 
nischen Strahlen entwickelt wurden, wörtlich auf vier 
harmonische Ebenen «, £, y, ö übertragen. Ferner sind 
die letzten Sätze’ in ($. 12, II.) zu übertragen, nämlich 
wie folgt: : 

VI „Sind in einem ESS TELT TO JA vier 
harmonische Ebenen, und in einer Geraden A 
vier harmonische Punkte, oder in einem ebe- 
nen Strahlbüschel B vier harmonische Strah- 
len gegeben, so sind die Gebilde A und A, oder 
A und B in Ansehung der gegebenen Elemente, 
auf acht verschiedene Arten projectivisch, 
nämlich man kann jedes Paar zugeordnete har-_ 
monische Elemente des einen Gebildes, so- 
wohl als dem einen oder dem anderen Paar 
zugeordneten harmonischen Elementen des 
anderen Gebildes entsprechend annehmen.” 

Es folgt weiter: 

VII. „Werden drei Ebe- VII. „Gehen durch drei 
nen (@,?,7) eines Ebenen- gegebenePunkte 4,b,c einer 
büschels A durch irgend Geraden A drei Ebenen 
eine Gerade A,oder durch («, ?,z) eines Ebenenbü- 
irgend eine Ebe ene B ge- schels A oder drei Strah- 
on ktten, so ist der Ort len (a, b, c) eines ebenen 
desjenigen Punktes d oder Strahlbüschels B, so geht 
Strahles d,..der zu den die zu.den drei Ebenen ge- 
drei Durchschnittspunkten hörige vierte harmonische 
(a,b, ce) oder Durchschnitts- Ebene d, oder der zu den 
strahlen (a, b, c}), der vierte drei Strahlen gehörige 
harmonische Punkt oder vierte harmonische Strahl 
Strahl ist, eine bestimmte d, durch einen bestimmten 
. vierte Ebene ö des Ebenen- vierten Punkt d der Gera- 
büschels X, nämlich die den A, nämlich durch den 
vierte harmonische Ebene vierten harmonischen 


zu den drei gegebenenEbe- Punkt zu den drei gegebe- 
nen.” nen Punkten.” 
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Aus diesen letzteren Sa cu verbunden mit (8. 20, 


IV.), ae ferner: 


IX. „Sind N, irgend. he % 


eines Ebenenbi ü- 


Ebenen 
schels X, und man nimmt 
in der einen, etwain ß,ir- 
gend einen Punkt ban, zieht 
aus ihm zwei beliebige Ge- 
rade A, A,, die den zwei 
A Ebenen «,zin den 
Punktenpaaren A und ge, A, 
und (, begegnen werden, 
und verbindet diese Punk- 
tvenpaare ‘wechselseitig 


durch Gerade (At,, e4,), so, 


ist der Ort des Durch- 
schnitts d der letzteren ei- 
ne bestimmte vierte Ebene 
ö. des Ebenenbüschels, die 
nämlich zu jenen drei Ebe- 
nen die vierte, und zwar 


der f zugeordnete, harmo- 


nische Ebene ist.” 


IX. „Sind a,5,c irgend drei 
Punkte einer Geraden A, 
und-man le&t durch den'ei- 
nen, etwa durch b, irgend 
eine Ebene Pf, nimmt in die- 


ser zwei beliebige enade 
YA, A, an, die mit den zwei 


übrigen Branktemn a, esdie 
Ebenenpaare « und 7, «, und 
7, bestimmen, und legt 
durch die zwei Durch- 
schnittslinien, 'in denen 
diese Ebenenpaare sich 
wechs elseitig Gay; z«,) 
schneiden, eine Ebene, so 
geht diese stets durch ei 
nen. bestimmten vierten 
Punkt d der GeradenA, der 
zu a,b,c der vierte, und 
zwar dem 5 zugeordnete, 
harmonische Punkt ist.” 


Aus diesen Sätzen folgert man nach Carnot 


weiter: 


'X. „Haben irgend zwei 
dreiseitige Pyramiden ba 
No, bee,c,, einen gemein- 
schaftlichen Körperwinkel 
b, so finden zwischen ihren 
‚übrigen Elementen fol- 
gende Umstände statt: hei- 
[sen die Ebenen, in 
denen dire Grundflächen 
AN, Elyr, liegen, 
heifst der durch diese be 
stimmte‘ Ebenenbüschel 9, 
und die durch die Spitze b 
gehende Ebene des letzte- 
ren %, so werden die Durch- 
schnitispunkte der Diago- 


X. „Haben irgend zwei 
dreiseitige Pyramiden p« 
49, PY/ıY. eine gemein- 
schaftliche Grundfläehe £, 
so finden’ zwischen ihren 
übrigen Elementen folgen- 
de Umstände statt: heifsen 
die Spitzen der-Pyramiden 
0, ec, heifst die durch diese 
Spitzen gehende Gerade A, 
und der Punkt, in welchem 
diese derEbene derGrund- 
fläche 8 begegnet b, so ge- 
hen die drei Ebenen, wel- 
che in den drei vierflächi- 
gen Körperwinkeln «a, 77,, 


30. 


nalen: der drei ‚Vierecke 
AR,EL,5 MgEla, Aufglı fa, die 


sich in den Seitenebenen, 
des Körperwinkels b be- 


finden, in«einer viertenEbe- 


ne ö des Ebenenbüschels X 
liegen, und zwar sind «, ß, 
7, $ vier harmonische Ebe- 


»Ebenenbüschel ‘unter sich. 
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wu; Yyos Co durch die- 
jenigen gegenüber stehen- 
den Kanten gelegt werden, 
in denen die. ungleichnami- 
sen Ebenen («, z,, und «,,7; 
R,Yg und 0,75 &ı 73 und og, Yy,) 
sich schneiden, durch ei- 
nen vierten Punkt d der 


nen und es: sind « und 7, Geraden A, und’zwar sind 


umd od einander 
net.” 


zugeord- 


a,b,c,d vier ‚harmonische 
Punkte.” 


. „Weitere Folgerungen,. deren hier noch viele mög- 
lich sind, werden gegenwärtig übergangen; im zweiten 
Hefte werden einige davon, bei Gelegenheit zweck- 
mäfsiger. Anwendung, nachgeholt werden. 


Rs 


Ebenenbüschel unter sich. 


30. Bisher befand sich unter den Gebilden, die 
betrachtet wurden, nur ein einziger Ebenenbüschel, 
nun aber sollen mehrere zugleich berücksichtigt wer- 
den, und zwar sollen sie, auf ähnliche Weise wie 
früher die anderen Gebilde, aufeinander bezogen und 
die aus dieser Beziehung entspringenden Eigenschaf- 
''ten untersucht werden. 

Zwei Ebenenbüschel A, W,, die entweder mit ei- 
ıner und derselben Geraden A, oder mit einem und 
ı demselben ebenen Strahlbüschel B projectivisch sind 
(8. 27, IIL), sollen auch unter sich „projectivisch” 
'heifsen. | i 

" Zufolge dieser Erklärung, mit Bezug auf die obi- 
gen Sätze ($.29.), finden zwischen den entsprechenden 
| Elementen projectivischer Ebenenbüschel nachstehende 
Gesetze statt. 

I. Je vier entsprechende Ebenenpaare zweier pro- 
jeclivischer Ebenenbüschel A, X,, etwa die Ebenen 
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a@,ß,y, d und a, a Y1, dı erfüllen folgende Bedin- 
gungen ($. 29, 1): 

sin (ey). sin(@d) __ sin (a1 71) sin (er, dh) 

sin (27) ' sin (Pd) Sinlaırı) Sinn) 

sin(&/5) , sin (@0) _ "sin (a sin (a1 Ph) , sin (c, 01) 

sin(ß) sin 40) sumıhı) sind) 

sin(ef) , sin(ey) sin (a1 di) sin (e, /1) 

sin (0 /) "sin (ö7) — sin (,B) sin hy) 

II. Und umgekehrt: 

„Sind die Ebenen zweier Ehewenbläch el | 
Y, A, so einander entsprechend angenommen, 
dafs zwischen je vier Paaren gleiche Doppel- 
verhältnisse statt finden, wie die vorstehen- 
den, wobei die Aufeinderfolge der Ebenen in 
beiden Ebenenbüscheln nothwendiger Weise 
übereinstimmend sein muls ($.10.), so sind die 
Ebenenbüschel projectivisch.” 

III. Ferner folgt: 

„Das ganze System der entsprechenden 
'Ebenenpaare zweier projectivischer Ebenen- 


büschel ist bestimmt, wennirgend drei Paare‘ 
gegeben sind (S. 29, II); und will man zwei 
Ebenenbüschel aufeinander projectivisch be- 
ziehen, so können drei Paar entsprechende 
Ebenen beliebig angenommen werden.” 

IV. „Bei zwei projectivischen Ebenenbü- 
scheln X, %, entsprechen vier harmonischen 
Ebenen des einen auch vier harmonische Ebe- 
nen des anderen Ebenenbüschels ($. 29, IV.).” 

V. Es folgt weiter ($. 11, II): 

„Dafs wenn von mehreren Gebilden— Ge- 
rade, ebene Strahlbüschel und Ebenenbü- 
scheln — in irgend einer Ordnung genommen, 
derReihe nachjedes mit dem darauf folgenden 

pro- 


31. Ebenenbüschel unter sich, 115 


projectivisch ist, so ist jedes mit t jedem ya 
jectivisch.” 

VI. Da man die Flächenwinkel zweier projectivi- 
schen Ebenenbüschel X, WA, durch zwei ebene Strahl- 
büschel B, B, darstellen kann ($. 27, IL. 3), und da 
letztere unter sich projectivisch sind (8. IV.), weil sie 
es mit jenen, und jene unter sich es sind, so Pine fer- 
ner ($. 9, II.): 

„In zwei projectivischen Ebenenbüscheln 
Y, YA, befinden sich, im Allgemeinen, nur zwei 
entsprechende rechte Flächenwinkel (or), (o,r,).” 

Diese Ebenenpaare o und o,, r und r, haben ferner 
die nachstehende Eigenthümlichkeit (8.12, 1.): 

tg (eo) .tg (atı) = tg (Po).tg (Arı),und 

tg (er) tg (an) =tg (Pr).tg (ho); | 
das heifst: „Bei zwei projectivischen Ebenenbü- 
scheln 4, 4, ist das Produkt aus den Tangen- 
ten der Winkel, welche irgend zwei entspre- 
chende Ebenen (« und «,, oder £ und f,) mit den 
ungleichnamigen Seitenflächen (mit o und z,, 
oder o, ‘und r) der entsprechenden rechten Flä- 
chenwinkel einschliefsen, von unveränderli- 
chem Werth.” 

31. In Hinsicht der gegenseitigen Lage zweier pro- 


jectivischen Ebenenbüschel finden ähnliche Fälle und 


Umstände statt, wie bei den früher betrachteten Gebil- 
den, nämlich folbände: Dr. 
I. Zwei projectivische Ebenenbüschel sollen, oder 


' ihre Lage soll „perspectivisch” heifsen, wenn die 


Durchschnittslinien der entsprechenden Ebenenpaare ei- 


men ebenen Strahlbüschel bilden. Um sich von der Mög- 


lichkeit dieser Lage zu überzeugen, denke man sich 

einen beliebigen ebenen Strahlbüschel B, lege ‘durch 

dessen Mittelpunkt B irgend zwei Gerade Y, X, (die 
8 
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nicht in der Ebene B liegen), so sind die Ebenenbü- 
schel X, 1, in Ansehung der Ebenenpaare, welche 
durch. denselben: Strahl des Strahlbüschels B gehen, 
projectivisch ($. 30.), und der Erklärung gemäfs liegen 
sie perspectivisch. 

Ferner. soll der Strahlbüschel B, oder dessen Ebene - 
B, der.„perspectivische Durchschnitt” der Ebe- 
nenbüschel X, 2, heifsen. Insbesondere kann der 
Strahlbüschel B aus einem System von Parallelstrahlen ' 
bestehen, ‚und dann sind auch die Axen NW, X, den- 
selben, also auch der Ebene B, parallel. | 

Als ein: wesentlicher Umstand bei der perspectivi-' 
schen Lage ist.noch der zu bemerken, dafs offenbar 
zwei entsprechende: Ebenen, eiwa &, &,, auf einander 
fallen ($. 9, H.), nämlich in derjenigen Ebene, in wel- 
cher ‚die beiden Axen 4, X, der Ebenenbüschel liegen. 
Dieser Umstand dient umgekehrt 'als Merkmal, oder als 
Bedingung für . die: perspectivische Lage der beiden 
Ebenenbüschel;: nämlich man erkennt diese Lage 'vor- 
nämlich an folgenden zwei Merkmalen: 

„Zwei projectivische Ebenenbüschel Y\,N, 
liegen allemal perspectivisch, wenn entweder: 

1) irgend zwei entsprechende Ebenen z, & 
aufeinander fallen, oder wenn 

2) die drei Durchschnittslinien von irgend 
dreisentsprechenden Ebenenpaaren in ei- 
ner und derselben Ebene liegen” 

Die Richtigkeit dieser Aussagen ist durch Hülfe 
früherer, Sätze leicht zu erweisen. Denn im ersten 
Falle (1.) liegen die Axen: Y\, V; in der den Ebenen- 
büscheln gemeinschaftlichen Ebene. ss, und müssen 
folglich einander in irgend einem Punkte B schneiden, 
oder insbesondere parallel sein: Daher mufs ferner 
det Durchschnitt je zweier entspreehenden Ebenen durch 
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den Punkt 'B gehen, weil offenbar beide Ebenen durch 
denselben gehen. Legt man nun durch zwei solche 
Durchschnitte,) etwa durch a,b, d.h., durch die Durch- 
schnitte der entsprechenden Ebenenpaare &@ und «,, £ 
Pı, eine Ebene B, so wird diese der Ebene es, in ei- 
nem bestimmten Strahl ee, begegnen und die Ebenen- 
büschel A, A, in zwei Strahlbüscheln B,B, schneiden, . 
welche projectivisch sind, und’ zwar, da sie die drei 
Strahlen a,b, ee,, als sich selbst entsprechende Strah- 
len, gemein haben, projectivisch gleich sind und sich 
decken, so dafs folglich alle übrigen Durclischnitte ent- 
sprechender Ebenenpaare in der genannten Ebene B 
liegen. ' 'Sind insbesondere die Axen W, U, parallel, so 
ist auch die Ebene B mit ihnen parallel. Im andern 
Falle (2.) mufs die Ebene, 'in welcher die drei Durch- 
schnittslinien hegen, die Ebenenbüschel U, A, in zwei 
ebenen Strahlbüscheln B, B, schneiden, die projecti- 
visch gleich sind und sich decken, 'weil sie die drei 
genannten Strahlen gemein haben und durch dieselben 
bestimmt werden; woraus denn folgt, dafs die Durch- 
schnittslinie von je zwei entsprechenden Ebenen in 
jene Ebene BB, fallen mufs. 

Sind insbesondere die Ebenenbüschel A,%, gleich, 
d. h., sind je zwei entsprechende Flächenwinkel der- 
‘selben einander gleich, so giebt sich diese Eigenschaft 
‘bei der perspectivischen Lage der Gebilde durch fol- 
gende Umstände kund, nämlich entweder: 

a) hälftet der perspectivische Durchschnitt B den von 
den Axen 4, A, eingeschlossenen Winkel und 
steht auf dessen Ebene senkrecht, oder 

b) ist der perspectivische Durchschnitt B unendlich 
weit entfernt, so dafs je zwei entsprechende Ebe- 
nen der Ebenenbüschel parallel sind, | 

g% 
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und umgekehrt, durch jeden dieser Umstände ist die 
Gleichheit der Ebenenbüschel bedingt. Sind im ersten 
Falle (a) insbesondere die Axen U, U parallel, so lie- 
gen sie auf entgegengesetzten Seiten des ‚perspectivi- 
schen Durchschnitts B und sind gleich weit von ‚ihm 
entfernt. 

II. Ist die Lage der Ebenenbüschel q, A, nicht 
perspectivisch (I1.), so soll sie „schief” heifsen. Zwei 
projectivische Ebenenbüschel YA, A, befinden sich alle- 
mal in schiefer Lage, wenn entweder (I.): 

1) ihre Axen A, nicht in einer Ebene liegen, oder 

2) wenn..drei  Durchschnittslinien von irgend‘ drei 
entsprechenden Ebenenpaaren nicht in einer Ebene 
liegen, oder ; | 

3) wenn ihre Axen in. einer Ebene keden.n in der 
aber nicht zwei entsprechende Ebenen (es, &) ver- 
einiget sind. yr 

Im Allgemeinen sind bei der saliphah Hi, zweier 
projectivischen Ebenenbüschel A, A, folgende. .zwei 
Hauptfälle zu. unterscheiden, nämlich ‚entweder Hngen 
ihre Axen A, U 

a) in einer Ebene, oder 
b) nicht in einer Ebene. 

Im Falle (a) müssen nothwendiger Weise die Axen 
sich in einem Punkte schneiden, der D. heilsen mag, 
und da jede Ebene. durch denselben geht, so: geht 
folglich auch die Durchschnittslinie von je zwei ent- 
sprechenden Ebenen durch denselben. Insbesondere 
können die: Axen sammt. den genannten. Durchschuitts- 
linien parallel sein. 

Im. Falle (b) gehen die Durchachnistalnide der 
entsprechenden Ebenenpaare, nicht mehr. durch ei- 
nen und denselben Punkt, wohl aber schneidet jede 
die beiden Axen W, U, und alle sind einem gemein- 
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samen Geselze unterworfen, welches im dritten Kapitel 
näher untersueht werden soll. 

Die Aufgabe: „Wenn bei zwei schiefliegen- 
den projectivischen Ebenenbüscheln drei Paar 
entsprechende Ebenen gegeben sind, andere 
entsprechende Ebenenpaare zu finden, oder 
wit anderen Worten, die Ebenenb üschel schief 
aufeinander zu projiciren;” ist in beiden Fällen 
(a, b) leicht zu lösen, nämlich dadurch, dafs man Ge- 
rade oder ebene Strahlbüschel zu Hülfe nimmt und 
sofort auf ähnliche Weise verfährt, wie in (8. 24, III). 
Im Falle (a) bedarf man nur einer einzigen Geraden 
als Hülfslinie, die nämlich drei Durchschnittslinien von 
irgend drei entsprechenden Ebenenpaaren schneidet 
($. 51.). 

Ferner ist die Aufgabe: „Zwei schiefliegende 
projectivische Ebenenbüschel in perspectivi- 
sche Lage zu bringen;” zufolge der mit der per- 
spectivischen Lage verbundenen Umstände (I.) leicht 
zu lösen. “ 

II. Zwei projectivische Ebenenbüschel können 
eudlich auch so liegen, dafs man ihre Lage sowohl für 
perspectivisch als schief halten kann, wenn näm- 
lich ihre Axen zusammenfallen (vergl. $. 16.). In die- 
sem Falle finden ganz ähnliche Umstände statt, wie 
bei zwei aufeinander gelegten projectivischen Geraden, 
oder bei zwei in einer Ebene liegenden concentrischen 
projectivischen ebenen Strahlbüscheln (8. 16, IL); denn 
schneidet man z. B. die gegebenen Ebenenbüschel %, 
Y, mit irgend einer Ebene, so entstehen zwei ebene 
Strahlbüschel B, B,, welche die angegebenen Bedin- 
gungen erfüllen. Daher werden bei den Ebenenbü- 
scheln X, Y, im Allgemeinen zwei Paar entsprechende 
Ebenen aufeinander fallen, u. 5. w. Und daher wird 


” 
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man diese vereinigten entsprechenden Ebenenpaare nach 
($: 17.) leicht finden. 


Sätze und Porismen durch Zusammenstellung projec- 
tivischer Gebilde. 


32. Durch die bisherigen Betrachtungen sind die 
Fundamentalsätze über projectivische Gerade, ebene 
Strahlbüschel und Ebenenbüschel im Raume entwickelt 
worden. Die weitere Betrachtung könnte sich nun mit 
verschiedenen Verbindungen und Zusammenstellungen 
der genannten Gebilde beschäftigen, wobei die gefun- 
denen Sätze, durch Wiederholung und Verbindung, zu 
zusammengesetzteren Sätzen führen würden, auf ähn- 
liche Weise wie im ersten Kapitel von (8. 19.) bis zu 
Ende. Allein ich werde mich hier nur auf einige we- 
nige Verbindungen beschränken, und am Schlusse in 
zwei Anmerkungen zwei Reihen von leicht auszufüh- 
renden Betrachtungen kurz andeuten. | 

Den obigen, in ($. 22.) aufgestellten, Sätzen ent- 
sprechen hier folgende, von deren Richtigkeit man sich 
mittelst vorhergehender erwiesener Eigenschaften leicht 
überzeugen wird. 


l. „Wenn vonn Geraden 
A, A,, A,,...An-ı, die durch 
denselben Punkt gehen 
(aber sonst beliebig liegen), 
der Reihe nach jede mit 
der darauf folgenden pro- 
jeetivisch ist, und mit ihr 
perspectivisch liegt, so 
sind je zwei projectivisch 
und liegen perspectivisch.” 

II. „Wenn drei projectivi- 
sche Gerade A, A, , A,, durch 
denselben Punkt gehen, 
und wenn darin drei ent- 


Il. „Wenn von n Ebenen- 
büscheln 9, Ag »i- An-ı 
deren Axen in derselben 
Ebene liegen, der Reihe 
nach jeder mit dem darauf. 
folgenden projectivisch ist, 
und mitihm perspectivisch 
liegt, so sind je zwei pro- 
jeetivisch und liegen per- 
spectivisch.” 

II, „Wenn die Axen dreier 
projectivischen Ebenenbü- 


schel X, 4,, 9, in einer 
Ebene liegen, und wenn in 


sprechende Punkte (e, e,,e,) 
vereiniget sind, so dals je 
zweiGerade perspectivisch 
liegen, so liegen die drei 
Projeetionspunkte(B,B ,‚B,) 
die ihnen, paarweise ge- 
nommen, zugehören, in ei- 
ner Geraden X, oder so 
sindsie mit einem bestimm- 
ten Ebenenbüsehel 4 per- 
speetivisch ($. 27, IIl.), d. h., 
die Ebenen «&,/$, ‚ wel- 
che durch je drei entspre- 
chende Punkte a, a,,0,; b, 
b,, b,;..... der Geraden be- 
stimmt werden, bilden ei- 
nen Ebenenbüschel 4.” 


.euasoe 


IH. „Wenn vier projecti- 
vische Gerade A, A ,A,„A, 
sich ineinem Punkte schnei- 
den, und wenn alle unter 
einander perspectivisch 
sind, soliegen von den ih- 
nen zugehörigen sechs 
Projecetionspunkten vier 
mal dreiin einer Geraden, 
und folglich liegen alle 
sechs in einer Ebene, und 
folglich liegen vier ent- 
sprechende Punkte, etwa 
b,b,,5,,5,, in dieser Ebene.” 


IV. „Bewegen sichn Punk- 
te. 0, 4, 3:23 An; nach 
der Reihe in n beliebigen 
festenGeraden A,A ,A,, 
An— ı, die durch denselben 
Punkt gehen, und drehen 
sich die n—1Geraden (a,a,, 
CH: an—ı), welche durch 
die Punktenpaare ag, , Aıf,, 


u.... 
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dieser drei entsprechende 
Ebenen (e, &,,:,) vereiniget 
sind, so dafs je zwei Ebe- 
nenbüschel perspectivisch 
liegen, so schneiden sich 
die drei perspectivischen 
Durchschnitte (B, B,,B,), 
die ihnen zugehören, in ei- 
ner Geraden A, oder so 
sind sie zugleich mit einer 
bestimmten Geraden A per- 
spectivisch ($. 27, III), d. h, 
die Punkte'a,'b,....., in 
welchen je drei entspre- 
chende Ebenen «, «,, «,; ß, 
Pis Pa; »-.-.: der Ebenenbü- 
schel sich schneiden, liegen 
in einer Geraden A.” 


II. „Wenn vier projecti- 
vische Ebenenbüschel A,4,, 
5, X;, deren Axen in ei 
ner Ebene liegen, unter 
einander perspectivisch 
sind, so schneiden sich von 
denihnen zugehörigen.sechs 
perspectivischen Durch- 
schnitten vier mal drei in 
einer Geraden, und folg- 
lich sehneiden sich alle 
sechs ineinemPunkte, und 
folglich schneiden sich vier 
entsprechende Ebenen, et- 
wa ß, Ps Pa, Pr, in diesem 
Punkte.” 


V, „Drehen sich nEbenen 
&, Gy Ugy er: +- «n—ı nach der 
Reihe um n beliebige feste 
Gerade U, A,, Aas -.:.. An, 
die in einer Ebene liegen, 
und bewegen sich die n—1 
Durchsehnittslinien (a,a,, 
an—2) der Ebenen- 
paare oe und «,,«, unda,..... 
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er. An-gAn-—ı gehen, nach «n—2 und «n-ı, nach der 
der Reihe um n—1 feste Reihe in n—l festen Ebe- 
Punkte (B,Bj, By... Bn_e), nen (B, B,, B,,.....Bn—ı), so 
so dreht sich die Gerade bewegt sich die Durch- 
durch je zwei jener Punkte schnittslinie von je zwei 
a ) um einen fe- jener Ebenen (@, «,, &ys..... ) 
sten Punkt.” in einer festen Ebene.” 


Das obige Porisma des Pappus ($.22.) ist als be- 
sonderer Fall in dem vorstehenden Satze (IV. links) ent- 
halten, nämlich es enthält die Einschränkung, dafs die 
gegebenen Geraden A, Aı,..... An_ı in einer Ebene 
liegen. 

Es möge hier, als Beispiel, noch folgende Auf- 
gabe Platz finden, welche die obige ($. 25.) als beson- 
_ dern Fall in sich schlielst. 

V. „Wenn im Raume irgend n Gerade A, 
A, Ay, An-ı gegeben sind, die ein schiefes 
n Eck (oder n Seit) bilden (d. h., jede schnei- 
det die darauf folgende und die letzte die er- 
ste), und wenn in jeder Ebene die durch zwei 
aufeinander folgende Gerade bestimmt wird, 
irgend ein Punkt gegeben ist, also im Ganzen 
n Punkte (B, B,, B..,..... B„—ı), so soll ein ande- 
res (schiefes) n Eck beschrieben werden, des- 
sen Seiten nach der Reihe durch diese Punkte 
gehen, und dessen Ecken nach der Reihe in 
jenen Geraden liegen. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist der obigen ($. 25.) 
ähnlich, so dafs jeder sie ohne Schwierigkeit wird aus- 
führen können. Ich will nur bemerken, dafs die ge- 
genwärtige Aufgabe, im Allgemeinen, zwei Auflösun- 
gen zuläfst, weil die Rangordnung der gegebenen Ele- 
mente nicht verwechselt werden kann. Diese Beschrän- 
kung der Zahl der Auflösungen wird aufgehoben, wenn 
die Aufgabe in folgender Gestalt gegeben wird: 
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..... 


und in jeder irgend ein Punkt, also n Punkte 
B, B,, Ba, ...- Bn-ı, gegeben, so sollen n andere 
Ebenen &, &, &, ..... &n—ı So gelegt werden, 
dafs sie nach der Reihe durch die Seiten des 
durch jene Punkte bestimmten schiefen nEcks 
gehen, und dafs die n Durchschnittslinien der 
aufeinander folgenden Ebenen, in jenen ge- 
gebenen Ebenen liegen. | 


Erste Anmerkung. 


Von projectivischen Gebilden die in einem Strahlbü- 
schel im Raume liegen. 


33. Zum Schlusse dieses Kapitels ist noch eine 
besondere Zusammenstellung von projectivischen Ge- 
bilden, und zwar von ebenen Strahlbüscheln und Ebe- 
nenbüscheln näher ins Auge zu fassen, nämlich dieje- 
nige Zusammenstellung, bei welcher die genannten Ge- 
bilde sämmtlich zu einem Strablbüschel im Raume ge- 
hören ($. 1, V.), d. h., bei dieser Zusammenstellung 
haben alle ebenen Strahlbüschel einen und denselben 
Mittelpunkt und die Axen aller Ebenenbüschel gehen 
durch diesen nämlichen Punkt, welcher Mittelpunkt des 
Strahlbüschels im Raume heifst und durch D bezeichnet 

werden soll. 
Unter diesen Umständen finden offenbar zwischen pro- 
jectivischen ebenen Strahlbüscheln und Ebenenbüscheln, 
die in demselben Strahlbüschel D liegen, durchweg ähn- 
liche Beziehungen statt, wie zwischen projectivischen Ge- 
raden und ebenen Strahlbüscheln, die in derselben Ebene 
liegen und wovon das erste Kapitel handelt. Denn wird 
der Strahlbüschel D durch irgend eine Ebene, die E hei- 
fsen mag, geschnitten, so wird jeder Ebenenbüschel in ei- 


u 
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nem ‚ebenen Strahlbüschel, jeder ebene Strahlbüschel in 
einer (seraden, und jeder Strahl in einem Punkt geschnit- 
ten; nun können alle diese durch den Durchschnitt 
erzeugten Gebilde iu der Ebene E als perspectivisch 
mit den ihnen zugehörigen Gebilden im Strahlbüschel 
D angesehen werden ($. 27, UL), und alsdann werden, 
wenn irgend zwei Gebilde in der Ebene E projecti- 
'visch sind, auch die ihnen entsprechenden Gebilde in 
Strahlbüschel D projectivisch sein ($. 30, IV.), und 
auch umgekehrt; daher werden fast alle Gesetze, Ei- 
genschaften, Lehrsätze, Porismen, Aufgaben, u. s. w,, 
die bei projectivischen Gebilden in der Ebene E statt 
finden, auch auf ähnliche Weise bei ‘den ihnen ent- 
. sprechenden Gebilden im Strahlbüschel D statt haben, 
so dafs nur einzelne besondere Eigenschaften und Um- 
stände hierbei eine. Ausnahme machen. 

Demnach würden alle Untersuchungen, die im er- 
sten Kapitel über Gebilde in der Ebene E durchge- 
führt worden, auf entsprechende Weise bei den Ge- 
bilden im Strahlbüschel D auszuführen sein; da aber 
diese Untersuchung, im Grunde genonmen, nichts we- 
sentlich Neues enthielte, weil sie, wie wir eben ge- 
sehen, unmittelbar aus der Untersuchung in der Ebene 
E abgeleitet, oder auf. dieselbe zurückgeführt werden 
kann, so werde ich mich hier nicht länger damit auf- 
halten, indem es durchaus. nicht, schwierig ist, bei je- 
dem vorkommenden Falle, nach den bereits gegebenen 
Andeutungen, sich zurecht zu finden. Ich will nur 
noch erinnern, dafs die Figuren in der Ebene E mit 
den ihnen entsprechenden Figuren im Strahlbüschel D 
auf gewisse Weise übereinstimmen, d. h., einem Viel- 
eck in E entspricht ein gleichnamiger Körperwinkel 
in D, z..B. dem Dreieck entspricht ein dreikantiger 
oder dreiflächiger Körperwinkel, dem Viereck ent- 
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spricht ein vierkantiger Körperwinkel, u. s. w., und 
dem Kreise entspricht ein Kegel (zweiten Grades). 

Als ein zweckmälsiges Beispiel zur Erläuterung 
des Gesagten mag folgende Aufgabe dienen. 

„Wenn zwei projectivische ebene Strahl- 
büschel B,.B, in einem Strahlbüschel D per- 
spectivisch liegen, so dafs zwei entsprechende 
Strahlen e, e, vereiniget sind ($. 28), und man 
denkt sich den einen Strahlbüschel fest, wäh- 
rend der andere sich um den gemeinschaftli- 
chen Strahl herumbewegt, so ist die Frage, 
welche Fläche durch dieProjectionsaxe U (d.h, 
Axe des Ebenenbüschels, in welchem beide Strahlbü- 
schel B, B, liegen ($. 28.)) beschrieben werde.” 

Man denke sich eine Ebene E, welche. zu dem 
gemeinschaftlichen Strahle ee, senkrecht ist, so wird 
sie die ebenen Strahlbüschel B,, B, in zwei Geraden 
A, A, schneiden, die unter sich perspectivisch sind, 
wie etwa (Fig. 7.) sie darstellt, und der Punkt B, in 
welchem sie die Projectionsaxe 2 schneidet, ist der 
Projectionspunkt der Geraden A, A,. Wird nun der 
eine Strahlbüschel, etwa B,, auf die angegebene Art 
bewegt, so wird sich die zugehörige Gerade A, in der 
Ebene E um den gemeinschaftlichen Durchschnitispunkt 
ee, der Geraden drehen, und der Projectionspunkt B 
wird sich in einer bestimmten Kreislinie bewegen, de- 
ren Mittelpunkt vr ist ($. 15.); daher wird die Projec- 
tionsaxe U eine Kegelfläche D zweiten Grades beschrei- 
ben, die durch jenen Kreis geht, und zwar ist dieser 
Kegel ein schiefer, weil das aus dem Scheitel D auf 
die Ebene E des Kreises gefällte Loth ee, nicht den 
Mittelpunkt (r) des Kreises trifft. „Also beschreibt 
die Projectionsaxe Weine schiefe Kegeifläche 
die von jeder Ebene, welche zu dem gemein- 
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schaftlichen Strahle ee, der Strahlbüschel B,, 
B, senkrecht ist, in einem Kreise geschnitten 
wird.” 


Zweite Anmerkung. 


Von projectivischen Gebilden auf der Kugelfläche. 


34. Denkt man sich eine Kugellläche K, die den 
Mittelpunkt D des vorhin zu Grunde gelegten Strahl- 
büschels im Raume ($. 33.) zum Mittelpunkt hat, so 
wird dieselbe von den Gebilden, die im Strahlbüschel 
D liegen, wie folgt geschnitten: von jedem Strahl 
(a;lab} N... ) in einem Punkt (a, B,..... ); von jedem 
ebenen Strahlbüschel B in einem Hauptkreise (gröfs- 
ten Kreise) H, dessen Punkte den Strahlen, und des- 
sen Abschnitte (Bogen) den Winkeln des Strahlbü- 
schels entsprechen; von einem Ebenenbüschel A in ei- 
nem sphärischen Strahlbüschel B, d.h., in einer 
unzähligen Menge von Hauptkreisen, die den Ebenen 
des Ebenenbüschels, und deren Winkel den Winkeln 
der letzteren entsprechen, und die alle durch densel- 
ben Punkt ® (Durchschnittspunkt der Axe U) gehen, 
welcher Mittelpunkt des sphärischen. Strahlbüschels 
heifsen soll. Werden nun irgend zwei Gebilde (H nnd 
%, oder H und H,, oder ® und 3,) auf der Kugel- 
fläche K, wenn ihre entsprechenden Gebilde (B und J1, 
oder B und B,, oder A und A,) im Strahlbüschel D 
projectivisch sind, ebenfalls -projeetivisch genannt, 
so folgt mit dieser Erklärung zugleich, dafs die wesent- 
lichsten projectivischen Beziehungen, welche zwisehen 
den Gebilden im Strahlbüschel D (oder zwischen den 
Gebilden in der Ebene E ($. 33.)) statt finden, auch 
zwischen den Gebilden auf der Kugelfläche K statt ha- 
ben müssen. 

Wie man hieraus sieht, sind also die Betrachtungen 
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auf der Kugelfläche K durchaus nichts eigenthümlich 
Neues, sondern sie sind nur als eine besondere Be- 
schränkung der Betrachtungen im Strahlbüschel D an- 
zusehen. Ueberhaupt haben Untersuchungen auf der 
Kugelfläche selten die Wichtigkeit, die man ihnen, ver- 
möge einer oberflächlichen Ansicht, beizulegen geneigt 
ist. Denn oft lassen sieh dieselben aus entsprechenden 
Untersuchungen im Strahlbüschel D:. oder in der Ebene 
E ableiten, und viele derselben liefsen sich dann auch 
auf ähnliche Weise auf andere krumme Flächen über- 
tragen. Ueber die Art und Weise, wie, im»Allgemei- 
nen, Operationen (Gonstructionen) auf der Kugelfläche 
ausgeführt werden können, werde ich später: handeln. 
Man kann nämlich die Kugelfläche: allein ‚als: 'Opera- 
vationsfeld annehmen, oder man kann die entsprechen- 
den Operationen im Strahlbüschel D, oder in! irgend 
einer Ebene E ausführen, :und sodann »auf diesKügel- 
fläche K ‚übertragen. : Finge man mit der Construction 
auf der. Kugelfläche K an, so ‚liefsen sich» umgekehrt 
die gefundenen Resultate auf den Strahlbüschel D oder 
auf die Ebene E übertragen, welches aber nicht ‘der 
zweckmäfsigste Gang sein möchte. | 
Ueber die Betrachtung projectivischer :Gebilde>auf 
der Kugelfläche will ich nur noch’ bemerken, ‘dafs ınur 
wenige von den Eigenschaften, die im ersten Kapitel 
an projectivischen Gebilden in der Ebene nachgewiesen 
worden, nicht auch auf entsprechende Weise: bei jenen 
sich vorfinden; zu solcher Ausnahme gehören z. B, der 
Parallelismus der Geraden, und ihre unendlich entfern- 
ten Punkte. Dagegen sind die Eigenschaften, welche 
auf die projectivische Beziehung gegründet sind, auf 
ähnliche Weise vorhanden, wie in der Ebene E, oder 
wie im Strahlbüschel D. Denn da offenbar die Ab- 
schnitte (Bogen) eines Hauptkreises H gerade das Maafs 
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der ihnen: entsprechenden (gegenüber stehenden) Win- 
kel des zugehörigen ebenen Strahlbüschels B sind, und 
da die Winkel, welche die Strahlen 'eines sphärischen 
Strahlbüschels ® mit einander bilden, offenbar die näm- 
lichen sind, welche die ihnen entsprechenden Ebenen 
im zugehörigen Ebenenbüschel U einschliefsen, so mufs 
folglich auch bei projectivischen Gebilden auf der Ku- 
gelfläche Gleichheit‘ der Doppelverhältnisse statt finden, 
wenn dazu, bei Hauptkreisen die Sinus der Bogen, und 
bei Strahlbüscheln (8) die Sinus’ der von den Strahlen 
eingeschlossenen Winkel, genommen werden.‘ Daher 
folgt zi B.: „dafs es 1) bei zwei projectivischen 
Hauptkreisen H, H, zwei entsprechende Ab- 
schnitt& (Bogen) giebt, die Quadranten sind; 
2) dafses beizweiprojectivischen sphärischen 
Strahlbüscheln B, DB zwei entsprechende 
rechte'Winkel giebt; und 3) dafs es bei einem 
Hauptkreise‘H und«einem Strahlbüschel'B, die 
projectivisch sind, einen Quadranten und ei- 
nen rechten Winkel giebt, die sich entspre- 
chen; und dafs in Bezug auf diese eigenthüm- 
lichen Elemente dasselbe Gesetz statt findet, 
wie bei projectivischen Strahlbüscheln B, B, 
in. der Ebene ($. 12, 1, ö, ö,.), oder wie bei pro- 
jectivischen Ebenenbüscheln 4, U, (8. 30, V.).” 
Ferner ist bei projectivischen sphärischen Gebilden per- 
spectivische und schiefe Lage zu unterscheiden, 
bei der ersteren haben zwei Hauptkreise einen Pro- 
jectionspunkt, und zwei Strahlbüschel haben einen 
perspectivischen Durchschnitt. Aus dem obigen 
Beispiel ($: 33.) folgt hier der nachstehende Satz: 
„Wenn zwei projectivische Hauptkreise H,H,, 

perspectivisch liegen und wenn der eine fest | 
bleibt, während der andere sich um ihren ge 
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meinschaftlichen Durchschnittspunkt herum- 
bewegt, so bewegt sich der Projectionspunkt 
in einem sphärischen Kegelschnitt (d. i. der 
Durchschnitt : eines Kegels zweiten Grades, dessen 
Scheitel im Mittelpunkt der Kugel liegt, mit der Ku- 
gelfläche).” — Werden zwei gleichartige projectivische 
sphärische Gebilde (H und H,, oder B nnd %,) auf- 
einandergelegt, so finden dabei ähnliche Umstände statt, 
wie bei den entsprechenden Betrachtungen in ($. 16. 
und $. 31, Ill); ferner kann dabei eine entsprechende 
Aufgabe gestellt, und auf ähnliche einfache Weise (mit- 
telst eines Kreises oder irgend’ eines sphärischen Kegel- 
schnitts) gelöset werden, wie in (8. 17.),' welche so- 
dann eine eben so fruchtbare Anwendung findet, wie 
die letztere bei den nach ihr Aagenden Betrachtun- 
gen 'u.'s. 'w. 


Drittes Kapitel. 
Ess derLinien und der geradlinigenFlächen 


zweiter Ordnung durch projectivische Gebilde. 


a — 


35. Bei der obigen Untersuchung projectivischer 
Gebilde wurde bei der schiefen Lage ‘derselben die nä- 
here Erforschung der Gesetze, welchen bei zwei Geraden 
' A, A, die Projectionsstrablen (8.9,1.), bei zwei ebenen 
Strahlbüscheln B, B, die Durchschnitte der. ‘entspre- 
chenden Strahlenpaare, oder die durch entsprechende 
Strahlenpaare. bestimmten Ebenen (wenn B, B, im 
Strahlbüschel D liegen ($. 33.)), uud bei zwei Ebenen- 
büscheln Y, X, die Durchschnittslinien der entsprechen-- 
den Ebenenpaare ($. 31.) unterworfen sind, absichtlich 
vermieden. Diese Untersuchung soil jetzt nachgeholt 
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werden. Sie führt, wie man.schen wird, zu den inter- 
essantesten und fruchtbarsten Eigenschaften der Linien 
zweiter Ordnung, ‘oder der sogenannten Kegelschnitte, 
aus denen sich fast alle anderen Eigenschaften der letz- 
teren, in seinem umfassenden Zusammenhange, auf eine 
überraschend einfache und. anschauliche Weise ent- 
wickeln lassen, nämlich 'sie zeigt die nothwendige Ent- 
stehung der Kegelschnitte aus den geometrischen Grund- 
gebilden, und zwar zeigt sie dadurch zugleich eine sehr 
merkwürdige doppelte Erzeugung derselben durch pro- 
Jectivische'Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte Er- 
zeugung der geradlinigen Flächen zweiten Grades, d. h., 
aller derjenigen Flächen :zweiten Grades, in welchen 
‚gerade Linien liegen (d. i. Kegel, Cylinder, einfaches 
Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid, zwei Ebenen). 
Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die 
Mathematiker in älterer und neuerer Zeit die Kegel- 
schnitte erforscht, und welche fast zahllose Menge von 
' Eigenschaften sie an denselben entdeckt haben, so ist 
es in der That auffallend, dafs die vorgenannten Eigen- 
schaften so lange: verborgen bleiben konnten, da doch 
aus ihnen, "wie: sich-zeigen wird, fast alle bekannten 
Eigenschaften (nebst vielen neuen), wie aus einem 
Gufse hervorgehen, ja da sie gleichsam die innere Na- 
tur der Kegelschnitte vor unseren Augen aufschliefsen. 
Denn wenn auch Eigenschaften bekannt sind, die den 
genannten ‚nahe liegen, so finden sich doch, meines 
Wissens, ‚letztere nirgends bestimmt ausgesprochen, in x 
keinem Falle. aber: wurde ihre Wichtigkeit erkannt, die 
sie durch die ‚gegenwärtige Entwickelung, wo: sie zu 
Fundamentalsätzen erhoben werden, erhalten, übrigens 
bin ich auch nicht einmal durch jene auf diese geführt 

worden. Ä . 
Da .der hier vorgestreckte Zweck: die Betrachtung 
pro- 
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projectivischer Gebilde ist, so dürfen die Kegelschnitte 
hier noch nicht so ausführlich untersucht werden, als 
es mittelst der erwähnten Eigenschaften leicht gesche- 
hen könnte; sondern ich werde mich blofs auf einige 
wenige Entwickelungen beschränken, die entweder aus 
dem Gange der Betrachtung jener Gebilde nothwendig 
hervorgehen, oder die zur Erforschung derselben in 
der Folge dienlich sind. Später, nach vollendeter 
Durchführung der Untersuchung projectivischer Gebilde 
sollen alsdann die Kegelschnitte einer umfassenden Un- 
tersuchung unterworfen werden, die sich auf ihre vor- 
erwähnte Erzeugung durch projectivische Gebilde grün- 
den wird, wobei letztere sodann nur als untergeordnete 
Hülfsmittel dienen, und wodurch die vorstehenden Be- 
hauptungen sollen gerechtfertigt werden. 


Gegenseitiger Durchschnitt der Ebene und der 
Kegelfläche, 


36. Zunächst soll hier eine kurze Betrachtung der 
eigentlichen Kegelschnitte, wie sich. dieselben beim Ke- 
gel der unmittelbaren Anschauung darbieten, vorange- 
schickt und dabei vornehmlich auf einige Umstände, 
die für die synthetische Untersuchung derselben sehr 
wesentlich sind, aufmerksam gemacht werden, Nur 
mufs ich bemerken, dafs diese Betrachtung, genau ge- 
nommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes Heft) ange- 
hört, woselbst sie in einen umfassenderen Zusammen- 
hange ausgeführt werden wird. 

Denkt man alle diejenigen Strahlen A, gl, Re 
eines Strahlbüschels D, welche durch irgend eine ae 
linie K gehen, wie etwa (Fig. 36.), wo das Papier die 
Ebene E des Kreises vorstellen und der Punkt D über 
derselben liegen soll ($.34.), so heifst die Fläche, wel- 
che von: diesen Strahlen erfüllet wird, Kegelfläche, 

9 


130 Erzeugnisse projectivischer Gebilde, 36. 


' und zwar, weil sie, so wie der Kreis, von: irgend einer 
Geraden höchstens nur in zwei Punkten geschnitten wer- 
den kann, so heifst sie, aus Folgen dieses Umstandes, 
Kegelfläche vom zweiten Grade; Wenn man 
sich die Strahlen (oder Kanten) nicht durch den Kreis 
K und durch den Punkt D begrenzt, sondern. vielmehr. 
unbegrenzt vorstellt, so sieht man, dafs die Kegelfläche 
aus zwei gleichen 'Theilen M, M, besteht, die mit ih- 
ren Spitzen in dem Punkte D zusammenstofsen, so’ dafs 
dieser „Mittelpunkt” des Kegels oder der Kegel- 
fläche genannt wird (Biot.). Ferner nennt man jede 
Ebene, welclie durch den Mittelpunkt: D und durch ir- 
gend eine Tangente .A des Kreises gelit, Berührungs- 
ebene (berührende Ebene), weil nämlich nur ein ein- 
ziger Strahl der Kegelfläche. in ihr liegt, nämlich nur 
derjenige, welcher durch den Berührungspunkt B der 
genannten Tangente geht. Nun nennt man ferner die 
Durchschnittsfigur, welche irgend eine Ebene mit der 
Kegelfläche bildet, d. h., die, Gesammtheit aller Punkte 
die sie mit ihr gemein hat, Kegelschnitt... Das Ge- 
meinschaftliche und das Besondere oder Eigenthünliche 
der gesamniten Schnitte eines Kegels Jäfst sich bequem 
aulfassen und übersehen, wenn vorerst die Schnitte 
_ derjenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt D 
gehen, untersucht werden. Eine solche Ebene kann 
sich auf drei wesentlich verschiedene Arten zum Kegel 
verhalten, nämlich wie folgt: 

a) kein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ehnr, 
sondern alle werden von ihr im Punkte D ge- 
schnitten; dahin: gehört also jede Ebene, die den 
Kreis K weder schneidet noch berührt. In Be- 
zug auf jede solche Ebene liegen die beiden Theile 

'M, M, des Kegels auf entgegengesetzten Seiten. 

b) ein Strahl der Kegelfläche liegt in der Ebene 
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und alle übrigen schneidet sie im Punkte D; da- 
hin gehören alle sogenannten Berührungsebenen 
des Kegels. In Bezug auf jede solche Ebene lie- 
gen: die. Theile M, M, des Kegels auf abwech- 
selnden Seiten, 

c) zwei Strahlen der Kegelfläche liegen in der Ebene 
und alle übrigen werden von ihr im Punkte D 
geschnitten; dahin gehört. jede Ebene, die den 
Kreis K schneidet. Jede solche Ebene spaltet 

‘ jeden Theil M,M, desKegels in zwei Abschnitte, 

so dafs auf jeder Seite der Ebene zwei Abschnitte 
liegen, in denen zusammen alle Strahlen vorkom- 
men, die von der Ebene geschnitten werden. 

Da nun jede andere Ebene im Raume, die nicht 
durch den Mittelpunkt D geht, nothwendiger Weise 
mit irgend einer unter den vorstehenden drei Abthei- 
Jungen begriffenen Ebenen parallel ist, so 'wird sie, 
ebenso wie die letztere, die Strahlen der Kegelfläche 
entweder alle schneiden, oder nur einen, oder nur 
zwei derselben nicht in der That schneiden, sondern 
nach ihren unendlich entfernten Punkten gerichtet sein, 
d. h., mit. ihnen parallel sein, diese besonderen Strah- 
len sind nämlich diejenigen, ‘welche in jener durch den 
Mittelpunkt D gehenden. Parallelebene liegen. Daher 
giebt es folgende drei Klassen von Kegelschnitten: 

I. Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der 
obigen Abtheilung (a) begriffenen Ebene parallel. 
ist, schneidet alle Strahlen der Kegelfläche in end-., 
licher Entfernung, und zwar schneidet sie nur ei- 
nen der beiden Theile M, M, der Kegelfläche, so 
dafs also der Durchschnitt, wie er sich der un- 
mittelbaren Anschauung darstellt, eine geschlossene 
krumme Linie ist (durch die ein Theil der Ebene 

- ganz begrenzt wird). Ein solcher Schnitt, oder 

g* 
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eine solche Linie, heifst Ellipse. Die 


in welchen die schneidende Ebene die Berührungs- 
ebenen des Kegels schneidet, sind sämmtlich Tan- 
genten der Ellipse, so dafs also letztere in: jedem 
ihrer Punkte von einer bestimmten Geraden be- 


- rührt wird. Unter dieser Klasse von Kegelschnit- 


ul. 


u 


ten befinden sich insbesondere auch Kreise, wie 
2. B. der Kreis 'K; von: welchem die: Betrachtung 
ausging; ferner gehören dahin, als Grenzfälle, die 
Schnitte der Ebenen (a), wobei nämlich die Ellip- 
sen sich auf den einzigen Punkt D reduziren. 

Jede Ebene, die mit irgend einer unter (b) be- 


griffenen Ebene parallel ist, schneidet nur einen 


der beiden Theile M, M, der Kegelfläche, und 
zwar trifft sie alle Strahlen in endlicher Entfer- 
nung bis auf denjenigen, in welchem ihre Parallel- 
ebene den Kegel berührt, und nach dessen unend- 


lich entfernten Punkt sie ‚gerichtet ist, so dafs also. 


der Schnitt, wie man in der Vorstellung sieht, eine 
gebogene krumme Linie’ ist, deren beide Arme 
sich nach derselben Seite hin ins Unendliche er- 
strecken, ‘nämlich nach demselben unendlich 


entfernten Punkte hinstreben, nach welchem. 


jener besondere Strahl gerichtet ist. Ein solcher 
Schnitt heifst Parabel. Die Durchschnittslinien 
der schneidenden Ebene und der Berührungsebe- 


nen des Kegels sind Tangenten der Parabel, so 
dafs also letztere in jedem ihrer Punkte von einer 


bestimmten Geraden berührt wird; jene Berüh- 
rungsebene aber, welche der schneidenden parallel 


ist, ist nach einer unendlich entfernten Tan- 


gente gerichtet, die nämlich dem unendlich ent- 
fernten Punkte der Parabel zugehört. 
Die Schnitte der unter (b) begriffenen Ebenen 


| 


| 
f 
| 


| 


| 
I 
| 
| 
| 
| 


J 
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gehören als Grenzfälle: hierher, nämlich bei ihnen 
reduziren sich die Parabeln auf die einzelnen 
Strablen der Kegelfläche. 
Jede. Ebene, welche mit irgend einer unter der 
Abtheilung (c) begriffenen Ebene parallel ist, schnei- 
det die mit ihr auf einerlei ‚Seite liegenden zwei 
Abschnitte der Kegelfläche, und zwar schneidet sie 
alle Strahlen der letzteren in endlicher Entfernung, 
ausgenommen diejenigen zwei, welche in der Paral- 
lelebene liegen, und nach deren unendlich entfern- 
ten Punkten sie gerichtet ist, so dafs also‘ der 
Schnitt, wie man sieht, aus zwei gebogenen Linien 
besteht, wovon. beide Arme einer jeden sich ins 
Unendliche erstrecken, und zwar so, dafs die je- 
desmaligen zwei einander schief gegenüber liegen- 
den Arme beider Linien nach entgegengesetzten 
Richtungen aber nach demselben unendlich ent- 
fernten Punkte hinstreben, nach welchem näm- 
lich einer von jenen zwei besonderen Strahlen ge- 
richtet ist; beide Linien hängen demnach durch 
diese unendlich entfernten Punkte zusammen, so 
dafs sie nur eine einzige Linie ausmachen. Eine 
solche Linie heilst Hyperbel. Jede Berührungs- 
bene des Kegels erzeugt eine Tangente der Hy- 
perbel, so dafs also die letztere in jedem ihrer 
Punkte von einer bestimmten Geraden berührt 
wird; diejenigen zwei Ebenen, welche den Kegel 
in den genannten zwei besonderen Strahlen be- 
rühren, erzeugen diejenigen Tangenten, die den 
unedlich entfernten Punkten der Hyperbel zuge- 
hören, diese Tangenten selbst befinden sich in 
endlicher Entfernung, vermöge ‘ihrer besonderen 
Eigenschaft heifsen sie Asymptoten der Hyperbel. 
Die Schnitte der unter (c) enthaltenen Ebenen 
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gehören, als Grenzfälle, hierher, nämlich die Hy- 

perbel reduzirt sich dabei auf zwei Gerade, auf 

zwei Strahlen der Kegelfläche. 

Dieses (I, H, III.) sind die drei Arten von Kegel- 
schnitten; für die synthetische Betrachtung derselben 
sind die Umstände: „dafs die Ellipse keinen, die 
Parabel einen und die Hyperbel zwei unend- 
lich. entfernte Punkte, und dafs nur die Para- 
bel eine unendlich entfernte Tangente hat,” 
als einfache unterscheidende BER TuRIR wohl 
zu berücksichtigen. 

‚Nach der obigen Anmerkung ($. 33.) folgt nun, 
dafs wenn Eigenschaften irgend eines Kegelschnitts aus 
projectivischen Gebilden entspringen, dieselben alsdann 
auch auf entsprechende Weise bei der Kegelfläche und 
also auch bei jedem anderen Kegelschnitt statt haben 
müssen, so dafs, wenn z. B. ein Kegelschnitt durch | 
projectivische Gebilde erzeugt werden kann, dann auch 
die Kegelfläche und jeder andere Kegelschnitt' aus pro- 
jectivischen‘ Gebilden entspringen mufs, und auch um- 
gekehrt. Daher kann man, zur: Erforschung solcher 
Eigenschaften, in vielen Fällen sich nur an den Kreis, 
den ‘bekanntesten und einfachsten Kegelschnitt (aufser 
den erwähnten Grenzfällen) halten, welcher leicht zu 
behandeln ist, wie z. B, in der folgenden Betrachtung 
geschehen soll, 


Erzeugung derKegelschnitte und der Keselfläche 4 durch 
projectivische Gebilde 
37. Aus der Elementargeometrie bekannte Eigen- 
schaften des Kreises Zeigen fast unmittelbar die Erzeu- 
gung desselben durch projectivische bar nämlich 
wie folgt, 
Werden | aus irgend. zwei Pnakıen B, B, einer 


5 « 
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Kreislinie M (Fig. 37.) nach allen übrigen Punkten a, 
d, e,..... derselben Strahlen a,b, e,..... Fahre), iR. 
gezogen, so bilden’ diese unter sich gleiche Winkel, 
die paarweise über denselben Bogen stehen, nämlich 
es ist Winkel (ab) = (a}b,), (ac) = (a,Cı), (be) = 
(b1c1), ....., folglich sind die dadurch entstehenden Strahl- 
büschel B,B,, in Ansehung der Strahlenpaare a unda,, 
b und b,, e und c,.,..., projectivisch gleich (8. 
13, I.). Denkt man sich etwa den Punkt a beweglich 
und läfst ihn dem Punkte B näher rücken, bis er end- 
lich mit ihm’ zusammentrifft, wie e, so wird nothwen- 
diger Weise der eine zugehörige Strahl e den Kreis 
berühren; eben so wird für den Punkt d, der mit B, 
zusammenfällt, der eine zugehörige Strahl d, den Kreis 
berühren, so dafs also die den vereinigten Strahlen e,, d 
entsprechenden Strahlen e, d, den Kreis in B, B, be- 
rühren *). Die Strahlbüschel B, B, befinden sich dem- 
nach in schiefer Lage ($. 14.) und zwar sind sie, wie 
man sieht, gleichliegend **) (8.13, 1.). 

Sind andererseits A,A, (Kig.38.) irgend zwei Tan- 
genten eines Kreises M, und sind q, r die ihnen pa- 
rallelen Tangenten desselben, von denen sie wechsel- 
seitig in den Punkten r, gı getroffen werden, so wird, 
wie leicht zu sehen, die Gerade rg, durch den Mittel- 
punkt M des Kreises gehälftet, so dafs Mr = Maq,, 
und es ist der Abschnitt rd = da, und der Winkel 


*) Dieses stimmt auch damit überein, dafs die Winkel, welche 
die entsprechenden Strahlenpaare a und a,, b und b,,.....an den 
Punkten a, b,....- unter sich bilden, alle gleich sind, und zwar 
gleich den Winkeln, welche die Schue ed mit den Tangenten in 
ihren Endpunkten bildet. 


*"), Dieser Umstand ist wesentlich, denn wenn die nämlichen 
Strahlbüschel sich in schiefer Lage befinden und ungleichlie- 
send sind, so erzeugen sie, statt des Kreises, wie oben, die 
gleichseilige Hyperbel, wie man zu seiner Zeit schen wird. 
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@ = ca, Ist ferner a eine beliebige andere Tangente, 
die jene ersteren A,A, in den Punkten A, a, schneidet, 
so bleibt, wenn man diese mit dem Mittelpunkt M. des 
Kreises durch die Geraden Ma, Ma, verbindet, der 
Winkel aMa, von unveränderlicher Gröfse, wie auch 
die Tangente a ihre- Lage änderen mag, nämlich er 
(oder sein Nebenwinkel bei solchen 'Tangenten wie b) 
ist beständig = « =«, *), und aufserdem sind die Win- 
kel $=P und y=y, daher sind die Dreiecke aMa,, 
arM, Mq,,, durch Gleichheit ihrer Winkel, ähnlich, 
so dals, vermöge der zwei letzteren, man hat: 
ar: rM = Mqı : Yı9ı, oder 
Ar .dı9ı = Mr. Mag, = Mı? = Ma? 

das heifst; das Rechteck, ar ,a,gq,, unter. den Abstän- 
den der Punkte a, a, in welchen irgend eine Tangente 
a die beiden festen Tangenten A, A, schneidet, von 
den Durchschnitten r,qı der parallelen Tangenten r,q, 
hat eine beständige Gröfse **), nämlich gleich dem Qua- 
drate über Mr oder Mqı. Daraus erkennet man. die 
projectivische Beziehung der Tangenten A, A,, in An- 
sehung der Punktenpaare a und q,, 5 und b,,...... ‚in 
welchen sie von den übrigen Tangenten a,b, ..... ge- 
schnitten werden ($.12,1,), so dafs also die letzteren 
die Projectionsstrahlen sind, und dafs insbesondere r, q, 
was schon durch ihre Bezeichnung angedeutet ist ($. 
9, I.), die Parallelstrahlen sind. Läfst man in der Vor- 
stellung die Tangente a sich so bewegen, dafs der Punkt 
a sich dem Durchschnittspunkte d der festen Tangen- 


*) Denn vermöge des Dreiecks Ma, ist ?-+7 + m, =2R, 
und vermöge des Vierecks arg,a, ist 2? +2y—a+a, =AR, 
folglich ist 2 w„=aete,, undda« = &,, So ist „,=a=a 


_— = 

1? 
**) Brianchon hat diesen Satz für alle Kegelschnitte bewie- 

sen (Memoire sur les lignes du second ordre, XXVII. p. 27.); 


späterhin ($. 40, I,) folgt derselbe unmittelbar. 
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ten A,A, nähert, so wird gleichzeitig sein entsprechen- 
der Punkt a, dem Berührungspunkte d, der Tangente 
A, näher rücken, und zwar dergestalt, dafs wenn sich 
a mit’d vereiniget, dann auch a, mit d, zusammenfällt. 
Ebenso folgt, dafs der dem Berührungspunkte e der 
Tangente A entsprechende Punkt e,, im gegenseitigen 
Durchschnitte der Tangenten A, A, liegt *). 

Aus den beiden vorstehenden Untersuchungen fol- 
gen also nachstehende Sätze. 


„Irgend zwei Tangenten „irgend zweiPunkte(B,B,) 


(A, A,) eines Kreises sind 
‚in Ansehung der entspre- 
chenden Punktenpaare, in 
welchen sie von den übri- 
gen Tangenten geschnitten 
werden, projeetivisch, und 
zwar entsprechen den in 
ihrem Durchschnitte ver- 
einigten Punkten d, e,, ihre 
wechselseitigen Berüh- 
rungspunkte d,, €.” 


eines Kreises sind die Mit- 
telpunkte zweier projecti- 
vischen Strahlbüschel, de 
ren entsprechende Strah- 
len sich in den übrigen 
Punkten der Kreislinie 
schneiden, und zwar ent- 
sprechen den vereinigten 
Strahlen d,e, die wechsel- 
seitigen Tangenten d,,ein 
jenen Punkten (B, B,).” 


38. Wie bereits oben bemerkt worden ($. 36, Ende), 
folgen nun aus den eben aufgestellten Sätzen vom Kreise 
($. 37,), unmittelbar entsprechende Sätze vom Kegel 
zweiten Grades und dessen übrigen Schnitten. Denn 
wenn die Tangenten des Kreises K (Fig. 36.) projec- 
tivisch sind, so sind auch die ihnen zugehörigen ebenen 
Strahlbüschel im Strahlbüschel D, deren Ebenen den 
dem Kreise zugehörigen Kegel D berühren, unter sich 
projeclivisch ($. 33.), und wenn die Strahlbüschel im 


*) Dieser Umstand kann auch daraus bewiesen werden, dafs 
wenn man sich die Gerade Md denkt, dann vermöge der recht- 
winkligen, einander ähnlichen Dreiecke rMd, reM man hat re.rd 
=rM.rM, und dard = g,e,, also auch re.q,e, = rM.rM, 
woraus man sieht, dafs e, e, die obige Bedinzung zweier entspre- 
chenden Punkte erfüllen. 
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Kreise projectivisch sind, so sind auch die ihnen zugehö- 
rigen Ebenenbüschel im Kegel unter sich projectivisch, 
‚so dafs also unmittelbar nachstehende Sätze folgen: 


I. „Inirgend zwei Berüh- 
rungsebenen eines Kegels 
zweiten Grades befinden 
sich zwei projectivische 
ebene Strahlbüschel, deren 
entsprechende Strahlen- 
paare nämlich in den übri- 
gen Berührungsebencn lie- 
gen, und insbesondere ent- 
sprechen den im Durch- 
schnitte jener Ebenen ver- 
einigten Strahlen (d,e,) die- 
jenigen Strahlen (d,, e), in 
welchen dieselben den Ke- 
gel berühren.” 


I, „Irgend zwei Strahlen 
einer Kegelfläche zweiten 
Grades sind die Axen zwei- 
er projectivischen Ebenen- 
büschel, deren entsprechen- 
deEbenenpaare sich in den 
übrigen Strahlen schnei- 
den, und insbesondere ent- 
sprechen den in der Ebene 
jener Strahlen vereinigten 
Ebenen (d, 2,) diejenigen 
Ebenen (d,, &), welche den 
Kegei in denselben berüh- 
ren.” 


Und umgekehrt; 


II, „Jede zwei schieflie. 
gende projectivische ebene 
Strahlbüschel B, B,, die 
sich in demselben Strahl- 
büschel D befinden, erzeu- 
gen einen Kegel zweiten 
Grades, der ihre Ebenen 
berührt, d.h., die durch die 
entsprechenden Strahlen- 

aare bestimmten Ebenen, 
nebst denEbenen derStrahl. 
büschel, sind die gesamm- 
ten Berührungsebenen ei- 
nes bestimmten Kegels 
zweiten Grades, und zwar 
berührt er die Ebenen (B, 
B,) der Strahlbüschel in 
denjenigen Strahlen (d;, e) 
deren entsprechende (d,e,) 
im Durchschnitte dersel- 
ben vereiniget sind.” 


II. „Jede zwei schieflie- 
gende projectivische Ebe- 
nenbüschel 4, X,, die sich 
indemselbenStrahlbüschel 
D befinden, erzeugen einen 
Kegelzweiten Grades, der 
durch ihre Axen geht, d.h, 
dieDurchschnittsliniender 
entsprechenden Ebenen- 
paare nebst den Axen der 
Ebenenbüschel, sind die 
gesammten Strahlen eines 
bestimmten Kegels zweiten 
Grades, und zwar wird er 
in jenen Axen (A, A,) von 
denjenigenEbenen (d%;e) be- 
rührt, deren entsprechen- 
de in der durch dieselben 
bestimmten Ebene vereini- 
get sind,” 


Da nun zwei projectivische ebene Strahlbüschel 
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B, B, die in irgend zwei Berührungsebenen des Kegels 
liegen, von einer beliebigen Ebene E in zwei projecti- 
vischen Geraden A, A, geschnitten : werden, und da 
zwei im 'Kegel liegende projectivische Ebenenbüschel 
Y, A, von jener Ebene E in zwei. projectivischen ebe- 
nen Strahlbüscheln B, B, geschnitten werden ($.33.), so 
folgen also weiter, wie oben erwähnt worden, für alle 
Kegelsch itte nachstehende merkwürdige Sätze: 


III. „Jede zwei Tangen- 
ten A,A,einesKegelschnitts 
sind in Ansehung derPunk- 


tenpaare, in welchen sie 


von den übrigen Tangenten 
geschnitten werden, pro- 
jeetivisch, und zwar ent- 
sprechen den in ihrem 
Durchschnitte vereinigten 
Punkten (d, e,), ihre wech- 
selseitigen-Berührungs- 


punkte (,, e).” 


III. „Jede zwei Punkte B, 
BD, einesKegelschnitts sind 
die Mittelpunkte zweier 
projeetivischen ebenen 
Strahlbüschel, deren ent- 
sprechende Strahlen sich 
in. den übrigen Punkten des- 
selben schneiden, und zwar 
entsprechen den vereinig- 
tenStrahlen (d ,e,) die Tan- 
genten (d,, e) in den gegen- 
seitigen Mittelpunkten 
(B,,B).” 


Und umgekehrt: 


IV’ „Jede zwei in einer 
Ebene schiefliegende pro- 
jeetivischeGerade A,A, er- 
zeugen einen Kegelschnitt, 
der sie berührt, d.h., sie 
und alle ihre Projections- 
strahlen sind die gesamm- 
ten Tangenten eines be- 
stimmten Kegelschnitts, 
und zwär berührt dieser 
die Geraden in denjenigen 
Punkten (g, d,), deren ent- 
sprechende (e,,d) inihrem 
Durchschnitte vereiniget 
sind.” 


IV. „Jede zwei in einer 
Ebene schiefliegende pro- 
jeetivische (ebene) Strahl- 


'büschelB, B, erzeugen ei- 


nenKegelschnitt, der durch 
ihrelMlittelpunkte geht, d.h., 
diese und die Durchschnit- 
te der entsprechenden 
Strahlenpaare, sind die 
gesammten Punkte einesbe- 
stimmten Kegelschnitts, 
und zwar wird dieser in 
jenen Mittelpunkten von 
denjenigen Strahlen (e, d,) 
berührt, derenentsprechen- 
de (e,, d) vereiniget sind.” 


Es darf kaum erwähnt werden,. dafs zufolge der 


obigen zweiten Anmerkung 


(5. 4.), bei projectivischen 
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Gebilden auf der Kugelfläche entsprechende Sätze statt 
finden. em ir a 

39, Die so eben aufgestellten neuen Sätze über 
den Kegel zweiten Grades und dessen Schnitte ($. 38.) 
sind für die Untersuchung dieser Figuren wichtiger als 
alle bisher bekannten Sätze über dieselben, denn sie 
sind die. eigentlichen wahren Fundamentalsätze, weil 
sie nämlich so umfassend sind, dafs fast alle übrigen 
Eigenschaften jener Figuren auf die leichteste und klarste 
Weise aus ihnen folgen, und weil auch die Methode, 
nach der sie daraus hergeleitet werden, jede bisherige 
Betrachtungsweise an Einfachheit und Bequenilichkeit 
übertrifft. Wiewohl ich mir vorbehalte, die genann- 
ten Figuren erst späterhin ausführlich zu untersuchen,’ 
so kann ich doch nicht umhin, hier schon einige der 
nächsten Folgerungen aus jener Hauptquelle zu ziehen, 
die zur Bestätigung der eben ausgesprochenen Behaup- 
tung, als 'eine kleine Probe dienen mögen, 

Was nämlich den- weiteren Fortgang der gegen- 
wärtigen Betrachtung betrifft, so sollnun zunächst noch - 
auf einige besondere Umstände und Grenzfälle der er- 
wähnten Sätze aufmerksam gemacht werden; und so- 
dann sollen einige wesentliche Eigenschaften der Kegel- 
schnitte (so wie des Kegels), die zum Behufe späterer 
Untersuchungen über projectivische Gebilde dienen, so 
wie auch einige Porismen aus denselben in kurzen An- 
deutungen entwickelt werden. . Nachgehends soll zum 
eigentlichen Hauptgegenstande zurückgekehrt, und zwar 
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Raume 
beliebig liegen, untersucht werden. 


Besondere Fälle. 


40. Bei den obigen Sätzen ($. 38, IT, u. IV.) ist 
zuvörderst noch anzugeben, welche verschiedene Ge- 
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stalten die erzeugten Figuren haben können; woran zu 
erkennen, zu welcher Klasse ($. 36.) der durch zwei 
projeclivische ‘Gebilde erzeugte Kegelschnitt gehöre, 
und ob durch dieselben zwei Gebilde, je nachdem sie 
anders liegen, ein Kegelschnitt anderer Art erzeugt 
werde? Für einige Fälle folgt die Antwort: auf diese 
Fragen unmittelbar aus vorangegangenen Sätzen, für die 
übrigen wird sie später folgen. Folgendes läfst sich 
nämlich in Beziehung auf diese Fragen unmittelbar 
angeben. | 

I. Da zwei projectivisch ähnliche Gerade A, A, 
einen unendlich entfernten Projectionsstrahl haben, und 
umgekehrt dieselben ähnlich sind, wenn ihre unendlich 
entfernten Punkte sich entsprechen, oder wenn sie einen 
unendlich entfernten Projectionsstrahl haben ($. 13, 1), 
und da von den Kegelschnitten nur die Parabel eine 
unendlich entfernte Tangente hat ($. 36, IL), so folgt 
also ($. 38, IV.): 


„Dafs zwei in einer Ebene schief liegende 
projectivisch ähnliche Gerade A, A, eine Pa- 
rabel erzeugen.” Und umgekehrt: 


„Dafs je zwei Tangenten einer Parabel von 
allen übrigen Tangenten derselben projecti- 
visch ähnlich geschnitten werden.” 


Der letztere Satz ist, mit andern Worten ausge- 
sprochen, allgemein bekannt. Da bei zwei projectivisch 
ähnlichen Geraden keine Parallelstrahlen statt finden 
(8. 13, L), so folgt ferner: „Dafs von den nicht 
unendlich entfernten Tangenten einer Para- 
bel keine zwei parallel sein können.” (Die un- 
endlich entfernte Tangente kann als mit jeder anderen 
parallel angesehen werden). 
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‚Zwei beliebige projectivische Geraden A, Ay, die 
nicht ähnlich sind, können: also nie eine Parabel er- 
zeugen, wohl aber können die nämlichen zwei Geraden 
sowohl Ellipsen. als Hyperbeln erzeugen, ‚je nachdem 
die in ihrem 'Durchschnitte vereinigten Punkte (d, &,) 
beschaffen sind, welcher Umstand später in Erwägung 
gezogen werden soll. Der. Winkel, den: die Geraden 
unter sich bilden, hat demnach auf die Art des-Kegel- 
schnitts keinen Einflufs, sondern nur auf dessen be- 
sondere Gestalt, so z. B. giebt es ein System von 
Punktenpaaren, die so beschaffen sind, dafs wenn eins 
derselben im Durchschnitte der Geraden vereiniget ist, 
alsdann die letzteren unter: einem bestimmten Winkel 
einen Kreis erzeugen. Werden insbesondere die Durch- 
schnitte r, q, der Parallelstrahlen, d. h., die. Punkte, 
deren entsprechende t,, q unendlich entfernt sind, im 
Durchschnitte der Geraden yereiniget, so ist der Kegel- 
schnitt offenbar eine Hyperbel und die Geraden sind 
die Asymptoten derselben ($. 36, II. u. $. 38, IV.); 
daher folgen unmittelbar die. bekannten Eigenschaften 
‘der Hyperbel: „Dafs das Rechteck unter den Ab- 
schnitten ra, q,A,, oder rb, qıb,, ....., welche ei- 
ne beliebige Tangente a,b,..... von den Asymp- 
toten (A, A,) abschneidet, eine beständige 
Gröfse hat ($. 12.);” „dafs daher auch der In- 
halt des Dreiecks raa,, welches die Tangente 
mit den Asymptoten einschliefs, constant ist,” 
und andere Eigenschaften mehr, die später vollständig 
aufgezählt werden sollen. 

Da die Geraden A, A, im gegenwärtigen Falle 
(wo sie nicht ähnlich sind) Parallelstraklen r, q haben, 
so folst also: 

„Dafs sowohl bei der Ellipse als bei der 
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Hyperbel die Tangenten paarweise parallel 
sind” *). | N 

Hierbei folgt auch unmittelbar der oben (8. 37.) 
in der Note erwähnte Satz von Brianchon, in Bezug 
auf die Durschnitte tY,qı der Parallelstrahlen, wie leicht 
zu sehen, 

Beobachtet man die Geraden A, A; während sie 
allmählig aus der schiefen in die perspectivische Lage 
übergchen, so sieht man, dafs der Kegelschnitt zuletzt 
in diejenige Gerade (ee;) übergeht, welche den entste- 
henden Projectionspunkt B mit dem Durchschnitte (ee,) 
der Geraden verbindet, und zwar geht die Ellipse in 
das durch die Punkte: (ee,), B begrenzte Stück, die 
Hyperbel in die beiden übrigen (unendlichen) Stücke, 
und die Parabel, bei welcher der Projectionspunkt B 
sich ins Unendliche entfernt ($. 13, 1), in die eine 
Hälfte der durch den Punkt (ee,) getheilten Geraden 
(ee,) über. 

II. So wie bei zwei projectivischen ebenen Strahl- 
büscheln B, B,, die in einer Ebene concentrisch lie- 
gen, entweder zwei, oder nur ein, oder gar kein 
Paar entsprechende Strahlen sich vereinigen ($. 16, II.), 
gleichermafsen werden, wenn die Strahlbüschel beliebig 
liegen, entweder zwei, oder nur ein, oder gar Dein 
Paar entsprechende Strahlen parallel sein; denn läfst 
man, von jener Lage ausgehend, den einen Strablbüschel 
sich so bewegen, dafs sich jeder Strahl sich selbst paral- 
lel bewegt, so- hat man die letztere Lage, und die zuvor 
vereinigten entsprechenden Strahlenpaare werden so- 
- dann parallel sein. Sind aber zwei entsprechende Strah- 


*) Diese Eigenschaft folgt auch leicht aus der obigen Betrach- 
tung des Kegels ($. 36.), wie man im zweiten Abschnitte sehen 
wird. 
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len parallel, so zeigt dies an, dafs der erzeugte Kegel- 

sschnitt einen unendlich entfernten Punkt habe, nach 
welchem sie gerichtet sind, daher können: dieselben 
zwei Strahlbüschel, im Allgemeinen, Kegelschnitte von 
allen drei Arten erzeugen, je nachdem sie gegen ein- 
ander gerichtet sind ($. 36, u. $. 16, II.), und zwar 
wie folgt: | 

a) „Zwei gleichliegende projectivische ebe- 
ne Strahlbüschel B, B; können Ellipsen, Para- 
beln, oder Hyperbeln erzeugen, je nachdem 
sie gegen einander gerichtet sind, nämlich in- 
nerhalb eines bestimmten Spielraums erzeugen 
sie nur Ellipsen, an den beiden Grenzen des- 
selben, also in zwei bestimmten Richtungen, 
wo die Strahlen g, g,, oder h, h, parallel sind 

‚($. 16, I.), erzeugen sie Parabeln, und jenseits 
dieser Grenzen erzeugen sie nur Hyperbeln.’ 
Und ' 

b) „Sind dieStrahlbüschel ungleichliegend, 
so erzeugen sie nur Hyperbeln. 

Da, im Falle die Strahlbüschel eine Hyperbel er- 
zeugen, die zwei Paar parallele entsprechende Strahlen 
nothwendiger Weise den Asymptoten parallel sein müs- 
sen, weil sie mit diesen nach denselben unendlich ent- 
fernten Punkten gerichtet sind; und da die Hyperbel 
gleichseitig heifst, wenn die Asymptoten zu einan- 
der rechtwinklig sind, so folgt also: „Dafs die Strahl- 
büschel in beiden vorstehenden Fällen (a, b.) 
eine gleichseitige Hyperbel erzeugen, wenn 
man sie so gegen einander richtet, dafs die 
Schenkel (s und s,, t und t,) der entsprechen- 
den rechten Winkel ($. 9, U.) parallel sind.” 

Sind insbesondere die Strahlbüschel B, B, gleich, 

so 
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so erzeugen sie im Falle (a) einen Kreis ($. 37.), und 
im Falle (b) eine gleichseitige Hyperbel. 

Läfst man die beliebigen Strahlbüschel B, B, all- 
mählig in perspectivische Lage übergehen, nämlich da- 
durch dafs zwei parallele entsprechende Strahlen auf- 
einander fallen, welches also nur von der hyperboli- 
schen und parabolischen Lage aus geschehen kann, so 
sieht man, dafs der Kegelschnitt zuletzt in zwei be- 
stimmte Gerade übergeht , wovon die eine der entste- 
hende perspectivische Durchschnitt A und die andere 
der gemeinschaftliche (durch beide Mittelpunkte B, B, 
gehende) Strahl BB, ist. Bei der parabolischen Lage 
werden diese zwei Geraden parallel. | 

Läfst man die Strahlbüschel B, B, in concentrische 
Lage übergehen, so geht die Hyperbel in zwei und 
die Parabel in eine Gerade über, nämlich in dieje- - 
nigen Geraden, in welchen entsprechende Strahlen zu- 
sammenfallen, dagegen zieht sich dieEllipse in den ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt (BB,) der Strahlbüschel 
zusammen. 

II. Beim Kegel im Allgemeinen finden keine so 
wesentlich verschiedene Klassen statt, wie bei seinen 
Schnitten ($. 36.), wohl aber bei einem besondern 
Falle desselben, er kann nämlich, wie folgt, in Grenz- 
fälle übergehen und besondere Gestalt erhalten. 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln W,W,, 
oder ebenen Strahlbüscheln B, B, erzeugte Kegel 
($. 38, I.) ändert nothwendiger Weise seine Gestalt 
je nachdem die Gebilde so oder anders gegen einan- 
' der gerichtet sind, er kann runder oder platter werden, 
und wenn insbesondere die Gebilde in perspectivische 
Lage kommen, so geht der Kegel in folgende Grenz- 
fälle über: bei den Ebenenbüscheln A, X, in zwei 
Ebenen, wovon die eine der perspectivische Durch- 

10 
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schnitt B ($. 31.) derselben und die andere die durch 
beide Axen W, 2, gehende Ebene (ez,) ist (in welcher 
letzteren zwei entsprechende Ebenen &, &, vereiniget 
sind), und bei den Strahlbüscheln B, B, in diejenige 
Ebene, welche durch die - Projectionsaxe A dersel- 
ben und durch die Burchschnittslinie(ee,) der Ebenen 
B, Bı geht. 

Läfst man die nämlichen zwei Ebenenbüschel U, %, 
ihre Lage allmählig so änderen, bis ihre Axen W, I, 
parallel sind, so müssen nothwendiger Weise alle 
Strahlen des Kegels mit denselben parallel werden, so, 
dafs sich sein Mittelpunkt D ins Unendliche entfernt. 
In diesem besonderen Falle heifst die erzeugte Figur 
nicht mehr Kegel, sondern „Cylinder,” und zwar 
Cylinder zweiten Grades. Bei dieser besonderen 
" Lage der Ebenenbüschel A, 4, können, ebenso wie 
bei zwei: projectivischen ebenen Strahlbüscheln B, B, 
in einer Ebene (ll.), entweder zwei, oder nur ein, 
oder gar kein Paar entsprechende Ebenen parallel 
sein ($. 31, IIL), und daher kann die Cylinderfläche 
entweder zwei, oder nur einen, oder gar keinen 
unendlich entfernten Strahl haben, wodurch sich drei 
Klassen von Cylindern von einander unterscheiden, die 
nach der Reihe hyperbolische, parabolische und 
elliptische Cylinder heifsen. Die Bedingungen, un- 
ter welchen die Ebenenbüschel den einen oder den 
anderen dieser drei Cylinder erzeugen, sind den obi- 
gen, unter welchen die ebenen Strahlbüschel B, B, den 
‚einen oder anderen der drei Kegelschnitte erzeugen 
(IL), ganz ähnlich. Dies gilt auch von dem besonde- 
ren Falle, wenn die Ebenenbüschel Y, A, gleich sind, 
in welchem Falle sie nämlich entweder den sogenann- 
ten geraden, oder den gleichseitig hyperbolischen 
Cylinder erzeugen. 
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Wird der Cylinder von irgend einer Ebene E ge- 
schnitten, so werden die ihn erzeugenden Ebenenbü- 
schel U, Yı in zwei ebenen Strahlbüscheln B, B, ge- 
schnitten, die sich nothwendiger Weise in Hinsicht 
paralleler entsprechender Strahlen in gleichem Falle be- 
finden, als die Ebenenbüschel X, X, in Hinsicht paral- 
leler entsprechender Ebenen (weil parallele Ebenen von 
jeder anderen Ebene in parallelen Geraden geschnitten 
werden), daher kann die Ebene E den ersten Cylinder 
nur in einer Hyperbel, den zweiten nur in einer 
Parabel, und den dritten nur in einer.Ellipse schnei- 
den (I.). Wird die schneidende Ebene E den Strah- 
len der Cylinderfläche, oder den Axen X, X, parallel, 
so geht der Schnitt in zwei solche Strahlen über, da- 
her folgt: „dafs zwei parallele Gerade als 
Grenzfall sowohl von der Hyperbel, als der 
Parabel, oder als der Ellipse anzusehen sind.” 

Andererseits kann der Cylinder nur durch solche 
besondere ebene Strahlbüschel B, B, erzeugt werden, 
die aus parallelen Strahlen bestehen. Es findet bei 
ihnen Aechnliches statt, wie oben bei den Geraden A, 
A, (l.). 

Der von zwei projectivischen Ebenenbüscheln X, 
9,, oder von zwei projectivischen ebenen Strahlbü- 
scheln B, B, (deren Strahlen parallel sind) erzeugte 
Cylinder geht, wenn die Gebilde in perspectivische 
‘Lage gelangen, im ersten Falle in zwei und im an- 
deren Falle in eine Ebene über, auf dieselbe Weise 
wie oben der Kegel. 


Einige Eigenschaften der Kegelschnitte, 


41. Wie bereits oben erwähnt (8. 39.), sollen nun 
einige bemerkenswerthe Sätze über die Kegelschnitte 
10 * 


A 
ir 
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aus den obigen Fundamentalsätzen (8.38, IH, IV.) in ge- 
drängter Kürze entwickelt werden. 

I. Da die projectivische Beziehung zweier Gera- 
raden A, A, bestimmt ist, sobald irgend drei Paar ent- 
sprechende Punkte oder irgend drei Projectionsstrahlen 
a,b,c gegeben sind, und da eben so die projectivi- 
sche Beziehung zweier Strahlbüschel B, B, durch drei 
entsprechende Strahlenpaare a und a,, b und b,, c und 
c,, oder durch deren Durchschnitte a, b, c, bestimmt 
ist ($. 10, #,), so folgen unmittelbar nachstehende Sätze 


(. 38, IV.): 


„Durch irgend fünf Tan- „Durch irgend fünfPunk- 
genten (A, A,, a,b, e)ist te (B,B,,a, b, ec) in einer 
ein Kegelschnitt bestimmt, Ebene ist ein Kegelschnitt 
d.h., fünf beliebige Gerade bestimmt, d.h., fünf belie- 
in einerEbene können alle- bige Punkte in einerEbene 
mal von einem, aber nur liegen allemal in einem, 
von einem einzigen Kegel- aber nur in einem einzigen 
schnitt berührt werden.” Kegelschnitt.” 


Diese Sätze finden immer statt, die gegebenen fünf 
Elemente mögen welche gegenseitige Lage haben als 
man will, wenn nämlich auch die Grenzfälle,; in wel- 
che der Kegelschnitt übergehen kann ($. 40, I,II.), ge- 
stattet werden; nur in dem einzigen Falle, wo von den 
fünf gegebenen Geraden sich vier in einem Punkte 
schneiden, oder von den fünf gegebenen Punkten vier 
in einer Geraden liegen, ist der Kegelschnitt nicht voll- 
kommen bestimmt. Wie bei jedem vorgelegten Falle 
die Gestalt oder Art des Kegelschnitts leicht zu erfor- 
schen ist, wird später gezeigt. 

II. Aus ($. 24, III.) sieht: man, wie, wenn irgend fünf 
Tangenten oder irgend fünf Punkte eines Kegelschnitts 
gegeben sind, alsdann beliebige andere Tangenten oder 
beliebige andere Punkte desselben, mittelst des Lineals 
allein, zu finden sind. 
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IM. Nach ($. 18.) folgt: 


1. „Dafs durch irgend ei- 


nen Punktin der Ebene ei- 
nesKegelschnitts im Allge- 
meinen und höchstens nur 
zwei Tangenten des letz- 
teren gehen, Nämlich es ge- 
hen zwei, oder nur eine 
oder gar keine Tangente 
durch den genanntenPunkt, 
je nachdem derselbe aus- 
serhalb, oder in, oder in- 
nerhalb dem Keselschnitte 
liegt.’ 


1. „Dafs irgend eine Ge- 
rade in der Ebene eines 
Kegelschnitts den letzte- 
ren im Allgemeinen und 
höchstens nur in zweiPunk- 
ten schneidet. Nämlich die 
genannte Gerade kann den 
Kegelschnitt entweder in 
zwei Punkten schneiden, 
oder nur in einem Punkt 
treffen, d.h.,ihn berühren, 
oder ihm gar nicht begeg- 
nen.” 


Diese Eigenschaft der Kegelschnitte Hewiikt, dafs 


dieselben „Linien der’zweitenKlasse’”*) und „Li- 
nien der zweitenOrdnung’ genannt werden. Die- 
selben Eigenschaften lassen sich auch, mittelst des Ke- 
gels ($. 36.), vom Kreise herleiten. 


Es folgt ferner (8. 18.): 


2 „Dafs und wie man, 2. „Dals ‚und. wie man, 


wenn fünf Tangenten eines 


Kegelschnitts gegeben sind, 


ohnedals er selbst gezeich- 
net vorliegt, die durch ir- 
gend einenPunkt gehenden 


Tangenten desselben blofs. 


durch Hülfe des Lineals 
ziehen könne,sobald in der- 
selben Ebene irgend ein 
Kreis (oder sonstigerKegel- 
schnitt) ‚gegeben ist.” 


wenn fünf Punkte einesKe.- 
gelschnitts gegeben. sind, 
ohne.dalser selbstgezeich- 
net vorliegt, die in irgend 
einer. Geraden liegenden 
Punkte desselben, blofs 
durch Hülfe des Lineals 
finden könne, sobald in der- 
selben. Ebene irgend ein 
Kreis (oder sonstiger Ke 
‚ gelschnitt) gegeben. ist,” 


42.1. Da, durch fünf Elemente ein Kegelschnitt 


bestimmt. ist (&. 41, 1.), so 


müssen zwischen sechs Ele- 


*) Gergonne nennt eine Curve, an welche von irgend ei- 
nem Punkte aus, höchstens n Tangenten gehen,„eine Curve der 


nten Ülasse. 
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menten desselben nothwendiger Weise bestimmte Be- 
ziehungen statt finden; diese Beziehungen sind zum 
Theil in ($. 24, I.) enthalten und lassen sich hier wie 


folgt übertragen (8. 38, IV.): 


1. „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte umschriebenen 
Sechseck (d.h,, dessen Sei- 
ten Tangenten des Kegel- 
schnitts sind) treffen die 
drei Hauptdiaganalen, wel- 
che nämlich die gegenüber 
stehenden Ecken verbin- 
den, in irgend einem a 
te zusammen.” 


1. „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte eingeschriebe- 
nen Sechseck (d. h., dessen 
Ecken im 'Kegelschnitte 
liegen) liegen die drei 
Durchschnittspunkte der 
einander gegenüber ste- 
henden Seitenpaare, alle- 
mal in irgend einer Gera: 
den.” 


Und unseiikehrti 


2. „Treffen die dreiHaupt- 
diagonalen eines Sechs- 
ecks in irgend einem Punk- 
te zusammen, so werden 
seine Seiten von irgend ei- 
nem bestimmten Kegel- 
Schnitte berührt,” 


2. „Liegen:die dreiDurch- 
schnitte der gegenüber ste- 
henden Seitenpaare eines 
Sechsecks in irgend einer 
Geraden, so liegen seine 
Ecken in irgend einem Ke- 
gelschnitte,.” 


Den Satz rechts (1.) hat Pascal*) und ‘den Inks 


Briancheon**) zuerst bekannt. gemacht. 


Pascal 


nannte das betreffende 'Sechseck „Heragrammum my- 
‚slicum.” In einer Abhandlung, die verloren gegangen 
soll. er eine vollständige Behandlung, der Ke- 
gelschnitte auf seinen Satz gegründet haben; Später 
wurde der Pascalsche Satz 'vornehnlich von Mac- 
Laurin, Robert Simson und CGarnot bewiesen, 
und aüch Schwab theilt denselben, im Anhahge zu 
Pax litteh DaB, insbesondere vom Kreise mit. Seit 


ist, 


*) In seinem Essal sur les Coniques- 
**) Im XIII. Heft des Journal de Ecole Polytechnique. 
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besonders die Wichtigkeit der beiden Sätze für die 
Betrachtung der Kegelschnitte, und deshalb wurden sie 
in neuerer Zeit so häufig und verschiedenartig bewiesen, 
wie nur selten geometrischen Sätzen gleiche Aufmerk- 
samkeit zu Theil ward. Namentlich haben sich damit 
die französischen Mathematiker Gergonne, Poncelet, 
Chales, Sturm, Bobillier u. a. m., der. belgische 
Dandelin, und die deutschen Moebius und Plücker 
beschäftiget, Die gegenwärtige Ableitung der Sätze 
beleuchtet sie von einer neuen Seite, sie zeigt, dafs 
dieselben nicht die eigentliche Grundlage für die Unter- 
suchung der Kegelschnitte sind, sondern dafs sie viel- 
mehr, mit vielen andern Eigenschaften zugleich, aus einer 
umfassenderen Quelle, nämlich aus der Beziehung, pro- 
jectivischer Gebilde, sehr leicht und klar hervorgehen. 
Eine wesentliche Vervollständigung der beiden Sätze 
habe ich zuerst bekannt gemacht, im XVIU, Bd. der 
Annales de Mathematiques; dieselbe sollauch hier wei- 
ter unten (im Anhange) wiederum zum Beweise vorge- 
legt werden, | 

Die früheren Sätze ($. 23, III.) sind als Grenzfälle 
der vorstehenden anzusehen, wie man leicht Heinerken 
‚wird ($. 40.) 

Die oben stehenden Sätze (1,2.) können auch auf 
eine andere Art aufgefalst und ausgesprochen werden, 
und zwar so, dafs statt des jedesmaligen Sechsecks, 
zwei Dreiecke betrachtet werden, welche durch die- 
selben sechs Elemente bestimmt sind, nämlich statt des 
umschriebenen Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, wo- 
von das eine die erste, dritte und fünfte, und das an- 
dere die zweite, vierte und sechste Ecke des Sechs- 
ecks zu Ecken hat, und statt des eingeschriebenen 
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, von denen das 
eine die erste, dritte und fünfte, und das andere die 
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zweite, vierte und sechste 
hat. 


3. „Treffen die drei Ge- 
raden, welche die Ecken 
zweier in einer Ebene lie- 
gendenDreiecke, inirgend 
einer Ordnung paarweise 
genommen, verbinden, in 
irgend einem Punkte zu- 
sammen, so werden die 
übrigen sechs Geraden, 


welche dieEcken des einen 


Dreiecks mit denen des an- 
deren verbinden, allemal 
von irgend einem Kegel- 
schnitte berührt.” Undauch 
umgekehrt. 
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Seite desselben zu Seiten 


In dieser Hinsicht lauten die Sätze wie folgt: 


3. „Liegen die drei Punk- 
te, in welchen die Seiten 
zweier in einer Ebene lie- 
gendenDreiecke, in irgend 
einer Ordnung paarweise 
genommen, sich schneiden, 
inirgend einerGeraden, so 
liegen die übrigen sechs 
Punkte, in welchen dieSei- 
ten des einen Dreiecks die 
des anderen schneiden, al- 
lemal in irgend einem Ke- 
gelschnitte” Und auch um- 


gekehrt. 


II. Vermöge der Schlufsbemerkungen in den Sätzen 


($. 38, IV.) folgt, dafs, wie bei der obigen Aufgabe 
($. 24, II, b, 5.) bei zwei schiefliegenden projectivi- 
schen Gebilden (A, A,, oder B, B,) die den vereinig- 
ten Elementen (d, e,, oder d, e,) entsprechenden Fle- 
mente (d,, €, oder d,, e) gefunden worden, durch das- 


selbe Verfahren auch: 


„Wenn fünf beliebige 
Tangenten eines Kegel- 
schnitts gegeben sind, die 
Berührungspunkte dersel- 
ben nur. mit Hülfe des Li. 
neals gefunden werden 
können,” 


„Wenn fünf beliebige 
Punkte einesKegelschnitts 
gegeben sind, die Tangen- 
ten in denselben nur mit 
Hülfe des, Lineals gefun- 
den werden können.” 


Es sind darin zugleich die nachstehenden bekann- 


ten Sätze enthalten: 


„Bei jedem einem Kegel. 
schnitte umschriebenen 
Fünfecke treffen die Dia- 
gonalen, welche irgend 
zweiEcckenpaare verbinden 


„Bei jedem einem Kegel- 
schnitte eingeschriebenen 
Fünfecke liegen die Durch-, 
schnittspunkte irgendzwei- 
er Seitenpaare und der 


u 
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und die Gerade, welche 
diejedesmalige fünfteEcke 
mit dem Berührungspunkte 
der gegenüber stehenden 
Seite verbindet, einander 
inirgend einem Punkte.” 
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Durchschnittspunkt, wel- 
chen die jedesmalige fünfte 
Seite mit der Tangente in 
der gegenüber stehenden 
Ecke bildet, allemal ini» 
gend einer Geraden.” 


III. Die Sätze in ($. 24, Il.) lassen sich hier, mit 


anderen Worten, wie folgt, 


l. „Bei allen einem Ke- 
gelschnitte umschriebenen 
Vierecken, bei welchen ein 
Paar gegenüber stehende 
Seiten in irgend zwei fe- 
sten Tangenten desselben 
sich befinden, liegt der 
Durchschnittspunkt der 
Geraden, welche durch die 
gegenüber stehendenEcken 
gehen (Diagonalen), in ei- 
ner. und derselben be- 
stimmten Geraden, die 
nämlich durch die Berüh- 
rungspunkte jener zwei fe- 
sten Tangenten geht,” 


wiederholen ($ 838, IV.): 


1. „Bei allen einem Kegel- 
schnitte eingeschriebenen 
Vierecken, bei welchen 
das eine Paar gegenüber 
stehende Ecken in irgend 
zwei festen Punkten des- 
selben sich befinden, geht 
die Gerade, welche die 
Durchschnittspunkte der 
gegenüber stehenden Sei- 
ten verbindet, durch einen 
und denselben bestimmten 
Punkt, der nämlich in den 
zu jenen festen Punkten ge- 
hörigen Tangenten liegt 
(ihr Durchschnittspunkt 
ist).” i 


Diese allgemein bekannten Sätze werden kürzer, 


wie folgt, ausgesprochen: 


2. „Bei jedem einem Ke- 
selschnitte umschriebenen 
Vierecke gehen die beiden 
Diagonalen und dieGerade, 
welche die Berührungs- 
punkte zweier gegenüber 
stehender Seiten verbin- 
det, durch einen und den- 
selben Punkt.” 


2. „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte eingeschriebe- 
nen Vierecke liegen die 
Durchschnittspunkte der 
gegenüber stehenden Sei- 
ten und der Durchschnitt 
der Tangenten in zwei ge- 
genüber stehenden Ecken, 
in einer Geraden.” 


Oder für das vollständige. Vierseit, welches durch 
irgend vier Tangenten eines Kegelschnitts gebildet wird, 
und für das vollständige Viereck, welches durch ir- 
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gend vier Punkte eines Kegelschnitts bestimmt wird, 
da jedes drei einfache Vierecke (oder Vierseite) ent- 
hält (8. 19.),.folgen daraus unmittelbar nachstehende 
Eigenschaften: hr 

3. „Werden irgend vier Tangenten eines 
Kegelschnitts als ein vollständiges Vierseit 
und ihre vier Berührungspunkte als ein voll- 
ständiges Viereck angesehen, sind etwa A, A, 
A,, A; (Fig.39.) die vier Tangenten und a,a,, 4, 
f;, die vier Berührungspunkte, so findet zwi- 
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schen denselben folgende Beziehung statt: 


Die drei Diagonalen bg, 
cf, de des vollständigen 
Vierseits fallen mit den 
drei Geraden ty, y$,95, wel- 
che die Durchschnitte y,9, 
der gegenüber stehenden 
Seiten des vollständigen 
Vierecks verbinden, zu- 
sammen,” 


Zufolge dieses Satzes 


Die drei Durchschnitte 
X, 9, 5 der gegenüber ste- 
henden Seiten des voll- 
ständigen Vierecks fallen 
mit den drei Durchschnit- 
ten 1, 9, 5 der Diagonalen 
des vollständigen Vierseits 
zusammen,” | 


kann man also, wie man 


sieht, sehr leicht mittelst des Lineals: 


4. „Wenn irgend vier 
Tangenten A,A,,A,, A, ei- 
nes Kegelschnitts und der 
Berührungspunkt einer der- 
selben, etwa A, gegeben 
sind, die Berühbrungspunk- 
te n,,A,, A, der drei übri- 
genTangenten finden.” Denn 
durch die vier Tangenten sind 
die Punkte x, 9, 5. gegeben, 
durch diese und durch a werden 
die Strahlen d, ce, b bestimmt, 
welche durch die gesuchten Punkte 
Qzs A,, N, gehen. 


4,„Wenn irgend vier 
Punkte a,a, ‚a,,n, eines Ke- 
gelschnittsund dieTangen- 
te in einem derselben, etwa 
A, gegeben sind, die Tan- 
gentenA,,A,, A,in den drei 
übrigen Punkten finden.” 
Denn durch die vier Punkte sind 
die Geraden xy, £5, 95 bestimmt, 
durch diese und durch A sind 
die Punkte d, c, 5 gegeben, wel- 
che in den gesuchten Tangenten 


A;, A,, A, liegen. 


IV. Die Sätze in (IH. und III), nebst vielen ande- 
ren Sätzen, kann man, wie es einige französische Mathe- 
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matiker gethan haben, dadurch aus den Sätzen in (I.) ab- 
leiten, dafs man von den jedesmaligen sechs Elementen 
des Kegelschnitts allmählig ein oder zwei Paar, u. s. w., 
sich vereinigen läfst. Auf diese Weise folgen z.B, wenn 
man in (I, 3.) die beiden Dreiecke (sowohl links als 
rechts) sich allmählig so veränderen läfst, dafs die Sei- 
ten des einen zuletzt den Kegelschnitt berühren, wo- 
bei dann nothwendiger Weise die Ecken des änderen 
in die Berührungspunkte der Seiten des ersteren zu lie- 
gen konmen, unmittelbar nachstehende bekännte Sätze: 


1. „Bei dä einem :Ke- 
gelschnitte umschriebenen 
Dreieck treffen die drei 
Geraden,welche dieEcken 
mit den Berührungspunk- 
ten der gegenüber stehen- 
den Seiten verbinden, in 
irgend ng Punkte zu- 
sammen,” 


1, „Bei jedem einem Ke- 
gelschnitte eingeschriebe- 
nen Dreiecke: liegen die 
drei Punkte, in Sakähen 
die Seiten von den Tangen- 
ten in den gegenüber ste- 
henden Ecken geschnitten. 


werden, in hei einer. 
Geraden,” 


Und umgekehrt: 


2. „Zieht man aus den 
Ecken eines Dreiecks 
durch irgend einen Punkt 
drei Gerade, so begegnen 
diese den gegenüber ste- 
henden Seiten in drei sol- 
chen Punkten, in welchen 
sie von irgend einem be- 
stimmtenKegelschnitte be- 
rührt werden,” 


Man sieht, 
leicht: ; 
3.,Wenn irgend drei 
Tangenten eines Kegel- 
schnitts und die Berüh- 
rungspunkte zweier dersel- 


2. ,„Schneidet man die 
Seiten eines Dreiecks 
durch irgend eine Gerade, 
so sind die drei Geraden, 
welche die Durchschnitte 
mit den gegenüber stehen- 
den Ecken verbinden, Tan- 
genten irgend eines be- 
stimmten, dem :Dreiecke 
umschriebenen Kegel- 
schnitts.” 


wie man vermöge dieser Sätze sehr 


3, „Wenn irgend drei 
Punkte eines Kegelschnitts 
und die Tangenten in zwei- 
en derselben gegeben sind, 
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ben gegeben sind, den Be- die, Tangente im dritten 
rührungspunkt der dritten finden kann.” 
finden kann.” 


Die vorstehenden Sätze. sind vieler Folgerungen 
fähig, die .aber gegenwärtig nicht ausgeführt werden 
dürfen; später, soll ein Theil davon entwickelt werden. 
Eine grofse Reihe von Sätzen, mit denen. sie in Be- 
ziehung stehen, habe ich im ersten und zweiten Hefte 
des XIX. Bandes der. Annales de Mathematiques be- 
kannt gemacht, 

43. I. Andere Beziehungen zwischen sechs gleich- 
namigen Elementen eines Kegelschnitts ($. 42, I.) grün- 
den sich auf die Gleichheit der Doppelverhältnisse bei 
projectivischen Gebilden, und lauten wie folgt 6 10, «. 


und S$. 38, III): 


1, lb irgend sechs Tan- 
genten eines Kegelschnitts 
werden je zwei von den 
jedesmaligen vier übrigen 
so geschnitten, dafs die 
Doppelverhältnisse aus 
den Abschnitten gleich 
sind.” Oder 


„Irgend vier feste Tan- 
genten einesKegelschnitts 
schneiden alle übrigen 
Tangenten desselben nach 
einem und demselben Dop- 
pelverhältnilse.” 


1. „Bei irgend sechsPunk- 
ten einesKegelschnitts be- 
stimmen je zwei mit den 
vier übrigen solche Strah- 
len, dafs die Doppelver- 
hältnisse der Sinusse der 
dazwischen liegenden Win- 
kel gleich:sind,”. Oder 


„Irgend vier feste Punk- 
te eines Kegelschnitts be- 
stimmen mit jedem andern 
Punkte desselben vier 
Strahlen denen ein und 
a 


zukommt.” 


Und umgekehrt: 


2, „Alle lieben Gera- 
den, welche von irgend 
vier festen Geraden nach 
einem und demselbenDop- 
pelverhältnifs geschnitten 
werden, sind, sammt den 
vier festen Geraden, Tan- 


2. „Alle möglichen Punk- 
te, welche mit irgend vier 
festen Punkten vier solche 
Strahlen bestimmen,‘de- 
nen ein gegebenes Doppel- 
verhältnifs zwkommt, lie- 
geninirgend einem, durch 
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genten irgend eines be- die vier festen Punkte ge- 
stimmten Kegelschnitts.”: henden Kegelschnitt.” 

Die Sätze links sind, unter anderer Form abge- 
falst, bekannt. | 

Die vielen Folgerungen, die sich aus den vorste- 
henden Sätzen ziehen lassen, müssen hier übergangen 
werden; nur der nachstehende besondere Fall soll ge- 
genwärtig in Betracht gezogen werden. 

I. Wenn bei den vorigen Sätzen die erwähnten 
Doppelverhältnisse den besonderen Werth = 1 haben, 
so dafs also die jedesmaligen betreffenden vier Ele- 
mente harmonisch sind ($. 12, I.), so lauten die Sätze 
insbesondere wie folgt. 


1. „Schneiden vier Tan- 1. „Bestimmen vier Punk- 


genten eines Kegelschnitts 
irgend eine fünfte harmo- 
nisch, so schneiden sie 
auch jede andere Tangente 
desselben ebenso.” 


te eines Kegelschnitts mit 
irgend einem fünften har- 
monische Strahlen, so thun 
sie mitjedem anderenPunk- 
te desselben ein Gleiches.” 


Und umgekehrt: 


2, „Alle Geraden, welche 
von irgend vier festen Ge- 
raden harmonisch geschnit- 
ten werden, berühren ei- 
nen bestimmten Kegel- 
schnitt, welcher auch von 
jenen festen Geraden be- 
rüurt wird.” 


2, „Alle Punkte, welche 
mit irgend vier festenPunk- 
ten vier harmonischeStrah- 
len bestimmen, liegen in 
einem bestimmten Kegel- 
schnitt, der durch jene fe- 
sten Punkte geht.” 


Die vier festen Tangenten sollen in Bezug auf den 


betreffenden Kegelschnitt „vier harmonische Tan- 
genten,” und umgekehrt soll der Kegelschnitt in Be- 
zug auf das durch jene gebildete Vierseit „der ein- 
geschriebene harmonische Kegelschnitt” ge- 
nannt werden. Eben so sollen andererseits die vier 
festen Punkte in Bezug auf den zugehörigen Kegel- 
schnitt „vier harmonische Punkte,” und umge- 
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kehrt der Kegelschnitt in Bezug auf das durch die 
Punkte bestimmte Viereck „der umschriebene har- 
monisehe Kegelschnitt” heifsen. Um diese Ei- 
genschaften vollständig aufzuklären, müssen 'hier noch 
folgende Betrachtungen hinzugefügt werden. 

Sind A, A,, A,, A, (Fig. 40.) irgend vier harmo- 
nische Tangenten eines Kegelschnitts und ist A, eine 
beliebige fünfte Tangente desselben, so sind also die 
vier Punkte h,i, f, I, in welchen sie von jenen ge- 
schnitten wird, harmonisch. - Nun sind z. B. AundA, 
in Ansehung der Punkte, in welchen sie von den übri- 
gen Tangenten“ geschnitten werden, projectivisch, und 
zwar entspricht dem Punkte h in A, der Berührungs- 
punkt ain A (8.38, II), so dafs, also den vier Punk- 
ten b, i, f, [ in A, die vier Punkte a, d,c,d inA ent- 
sprechen; folglich sind auch die vier letzteren Punkte 
harmonisch. Gleiches folgt für die drei übrigen Tan- 
genten Aı, Aa, A. Wenn aber sowohl ce, b,a, d als 
C, €, da, 9 harmonisch sind, so müssen die drei Gera- 
den be, aqa,, dg einander in einem und demselben 
Punkte f treffen ($. 12, und $. 14.). Aus gleichen 
Gründen liegen die Berührungspunkte a,, as der sich 
zugeordneten harmonischen Tangenten A,, A, mit dem 
Durchschnitte € der beiden übrigen A, A, in einer Ge- 
raden Cd,d;. 

Sind andererseits B, B,, B., B, (Fig. 41.) irgend 
vier harmonische Punkte in einem Kegelschnitte, und 
ist B, ein beliebiger fünfter Punkt desselben, so sind 
also die vier Strahlen h, i, k, 1 harmonisch, und da die 
Strahlbüschel BR, und B in Ansehung der Strahlen h, i, 
k,lund a,b,c,d, wo nämlich a die Tangente im 
Mittelpunkte B ist, projectivisch sind ($. 38, UL), so 
sind folglich auch die vier Strahlen a, b, c, d harmo- 
nisch. Gleiches findet für die drei übrigen Punkte 
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B,, B,, B, statt. 


€, €, a,, g harmonisch sind, 
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Wenn aber sowohl c, b, a, d als 


so müssen die drei Punkte 


B,, ec, B, in einer Geraden liegen ($. 12, und 14.). 
Aus ähnlichen Gründen müssen die Tangenten a,, a5 
in den zwei sich zugeordneten harmonischen Punkten 
B,, B; mit der durch die zwei übrigen (zugeordneten) 
Punkte B, B, bestimmten Geraden c in einem Punkte 


f zusammentreffen. 


Aus dieser Betrachtung fliefst Folgendes: 


8. „Irgend vier harmoni- 
sche Tangenten eines Ke- 
gelschnitts haben solche 
Beziehung zu einander, 
dafs «) der Berührungs- 
punkt einer jeden zu den 
drei Punkten, in welchen 
sie von den drei übrigen 
geschnitten wird, der vier- 
te harmonische Punkt ist, 
und zwar demjenigen zuge- 
ordnet, in welchem die je- 
desmalige Tangente von 
der ihr zugeordneten ge- 
schnitten wird; und dafs 
ß) dieBerührungspunkte je 
zweier zugeordneten Tan- 
-genten und der Durch- 
schnitt der zwei übrigen 
Tangenten in einerGeraden 
liegen” Und umgekehrt: 7) 
„Erfüllen vier Tangenten 
eines Kegelschnitts eine 
der zwei Bedingungen («), 
(#), so sind sie harmonisch.” 
Daher folgt weiter ( rechts): 0) 
„dafs vier harmonische 
Tangenten eines Kegel- 
schnitts diesen in vier 
harmonischen Punkten be- 
rühren.” 


3. „Irgend vier harmoni- 
sche Punkte eines Kegel- 
schnitts haben solche Be- 
ziehung zu einander, dals 
«) die Tangente in jedem 
zu den drei Strahlen, wel- 
che er mit den drei übrigen 
bestimmt, der vierte har- 
monische Strahl ist, und 
zwar demjenigen zugeord- 
net, welcher durch den, 
dem jedesmaligen Punkte 
zugeordneten Punkt geht; 
und dafs #) die Tangenten 
in je zweien zugeordneten 
Punkten und die Gerade, 
welche die zwei übrigen 
Punkte verbindet,durch ei- 
nen Punkt gehen.” Und umge- 
kehrt:y) „Erfüllen vierPunk- 
te eines Kegelschnitts eine 
der zwei Bedingungen («), 
(?),sosindsieharmonisch.” 
Daher folgt weiter (z links): 6) 
„dafs vier Tangenten eines 
Kegelschnitts, die ihn in 
vier harmonischenPunkten 
berühren, ebenfalls harmo-- 
nisch sind.” 
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Mittelst dieser Eigenschaften lassen sich nachste- 
hende Aufgaben sehr leicht lösen. 


4. „Die einem gegebenen 
Vierseit eingeschriebenen 
drei harmonischen Kegel- 
schnitte zu finden, d.h., die 
Punkte anzugeben, in wel- 


4. „Die einem gegebenen 
Viereck umschriebenen 
drei harmonischen Kegel. 
schnitte zu finden, d.h. die 
Tangenten anzugeben, von 


welchen sie in den gegebe- 
nen Punkten berührt wer- 
den.” 


ehen sie die gegebenen Ge- 
raden berühren.” 


Da nämlich die Seiten des gegebenen Vierseits, et- 
wa A, A,, A,, A, (Fig. 42.), auf drei verschiedene Ar- 
ten einander zugeordnet werden können ($. 4.), nämlich 
entweder a) A und A,, A, und A,, oder b) A und 
A,, A, und A,, oder c) A und A,, A, und A,, so 
giebt es auch drei eingeschriebene harmonische Kegel- 
schnitte, deren Berührungspunkte unmittelbar wie folgt 
gefunden werden. Sind x, 9,3% die Durchschnitte der 
drei Diagonalen des Vierseits, so müssen, im Falle (a), 
die Berührungspunkte i, i, einerseits mit 9 (3, #.), und 
andererseits mit 5 ($. 42, III.) in einer Geraden liegen, 
folglich müssen sie in der Geraden 9; liegen. Ebenso 
sind die zwei übrigen Berührungspunkte i,, i, durch 
die Gerade 5b; gegeben. Aus gleichen Gründen sind 
im Falle (b) die beiden Paar Berührungspunkte a und 
A, Aı und a, mittelst der Geraden fy, cy gegeben; 
und ebenso werden im Falle (c) die gesuchten zwei 
Paar Berührungspunkte h und b,, h, und h, blofs durch 
Ziehen der Geraden e3, dz; gefunden. — Andererseits, 
d. h., bei der Aufgabe rechts, werden die gesuchten 
Tangenten durch ein entsprechendes Verfahren : gefun- 
den, was Jeder leicht wird ausführen können. 

5. „Zu irgend drei gegebe- 5. „Zuirgend dreigegebe- 
nen Tangenten einesKegel- nen Punkten eines Kegel- 


schnitts die vierte harmo- shnitts den vierten harmo- 
nische zu finden. nischen zu finden.” 


Es 


festen Tangenten gehen. 
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Es darf kaum erinnert werden, dafs die Auflösung 
dieser Aufgaben unmittelbar aus (3, £) folgt. Jeder 
Aufgabe kommen, vermöge der verschiedenen Zuord- 
nungen, drei Auflösungen zu. 

So wie zu zwei festen Punkten h, f in einer Ge- 
raden A, (Fig. 40.) unzählige Paare von zugeordneten 
harmonischen Punkten i, I möglich sind ($. 8, III.), 
ebenso sind also auch zu irgend zwei festen Tangen- 
ten A, A, eines Kegelschnitts unzählige Paare von zu- 
geordneten harmonischen Tangenten A,, A, möglich, 
und es muls, zufolge (3, 9), der Durchschnitt f eines 
jeden der letzteren Paare in der Geraden aa, liegen, 
welche durch die Berührungspunkte jenes festen Tan- 
gentenpaars geht, und die verschiedenen Paare Berüh- 
rungspunkte derselben müssen in Geraden a, A3...... lie- 
gen, welche sämmtlich durch den Durchschnitt c der 
Andererseits folgt Entspre- 


chendes. Daher folgen weiter nachstehende Sätze: 


6. „In Bezug auf irgend 
zwei’Tangenten A,A, eines 
Kegelschnitts giebt es un- 
zählige zugeordnete harmo- 
nische Tangentenpaare, 
nämlich jede zwei Tangen- 
ten (A,, A,), deren Durch- 
schnitt: (f) in derjenigen 
Geraden aa, liegt, welche 
durch dieBerührungspunk- 
te jener zwei geht, sind ein 
solches Paar.” 


6. „In Bezug auf irgend 
zwei Punkte B, B, eines 
Kegelschnitts eldbı es un- 
zählige zugeordnete har 
monisehe Punktenpaare, 
nämlich jede zwei Punk- 
te (B,, B,), die in einer Ge- 
raden (f) liegen, welche 
durch den Durchschnitt 
der Tangenten in jenen 
Punkten geht, sind ein sol- 


'ches Paar.” 


Ex 


Diese Sätze gestatten verschiedene Umkehrungen, 
wovon einige, als Theile umfassenderer Sätze, im näch- 


sten Paragraph folgen *). 


*) Auch enthalten sie besondere Fälle, die später, bei Unter- 
suchung der conjugirten Durchmesser der Kegelschnitte, in Betracht 


il 
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Harmonische Pole und Gerade in Bezug anf eihen 
Kegelschnitt. 

44. Aus vorhergehenden Sätzen folgt leicht eine 
merkwürdige Eigenschaft der Kegelschnitte, die für 
mancherlei Untersuchungen sehr fruchtbar und in,neue-. 
rer Zeit, seit Monge sie in Anregung gebracht, mit 
gutem. Erfolge benutzt worden ist. Das Wesentlichste 
davon soll hier kurz angedeutet werden. | 

'Es seien A, A,, A,, As (Fig: 43.) irgend vier Tan- 
genten eines Kegelschnitts und. a, a,, Aa, Q, ihre Be- _ 
rührupgspunkte, so kommen dem Vierseit AA,A, A, 
und dem Viereck Ad,A54,, aufser den in (. 42, 111, 3.) 
angegebenen Beziehungen, auch noch die in ($. 20, I.) 
ausgesprochenen. Eigenschaften zu, wonach unter an- 
deren z. B. die vier Strahlen za, ;y, 303, 5X harmo- 
nisch sind. Diese Strahlen werden also jede Gerade 
harmonisch. schneiden ($. 8, II), so dafs sowohl die 
vier Punkte a,r,a,,r, als a, 9,0; u, als. ai, D,0,,%, 
als a,, 8, Q,, £ harmonisch sind. Vermöge dieser Punkte 
sind ferner sowohl die vier Strahlen fa,, fy, fas, fv, 
als ea,,e8, &as,.€C% harmonisch. Da zu den drei Punk- 
ten A, a,, W nur ein einziger, dem u zugeordneter, 
vierter harmonischer Punkt n möglich ist, so mufs also, 
wenn der Kegelschnitt nebst den Tangenten A, A, und 
der Geraden cu fest bleiben, die Berührungssehne a, a, 
der Tangenten A,, A, stets durch denselben festen 
Punkt y gehen, wo man auch den Durchschnitt f der 
Tangenten auf der festen Geraden cu annehmen: mag; 
aus ähnlichen Gründen mufs, wenn der Kegelschnitt 
nebst den 'Tangenten A, A, und der Geraden dr fest 


vo 
kommen, nämlich man wird finden: dafs die Scheitel irgend zweier 
conjugirten Durchmesser eines Kegelschnilts vier harmonische Punkte, 
und die ihnen zugehörigen Tangenten vier harmonische 'T angenten 
desselben sind. 
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bleiben, die Gerade a,a,, welche die Berührungspunkte 
der Tangenten A,, A, verbindet, immerhin durch den ' 
festen Punkt r gehen, wo man auch den Durchschnitt 
e dieser Tangenten längs der festen Geraden dr hin- 
rücken mag. Wird noch bemerkt, dafs zufolge ($: 43, 
II, 3, £.), die Gerade de durch die Berührungspunkte 
», q der sich in £ schneidenden Tangenten xp, rq geht 
(dies würde auch folgen, wenn man die drei Punkte 
*,0,,, allmählig mit 9 oder q zusammen fallen liefse), 
so folgen zusammengenonimen nachstehende Sätze: 


I. „Dreht sich eine Ge- 
rade (a,a,, oder a,a,), die ei- 
nenKegelschnitt schneidet, 
um irgend einen (in ihr lie. 
genden) festenPunkt (y oder 
fl: «) so ist der Ort desje- 
nigenPunkts (v oder 8), wel- 
‚cher zu den zwei Durch- 
 schnittspunkten (a, ‚a,, oder 
-A,,4,) und dem festenPunk- 
te der vierte,und zwardem 
letzteren zugeordnete, har- 
monische Punkt ist, eine 
bestimmteGerade (y oderx); 
und ?) in dieser Geraden 
bewegt sich zugleich der 
'Durchschnitt (f oder e) der- 
jenigen zwei Tangenten 
(A,, A,, oder A,, A,\, durch 

eren Berührungspunkte 
jene bewegliche schnei- 


'dende Gerade geht.” 


I, „Bewegt sich ein Punkt 
(f oder €) in einer festen Ge- 
raden (y oder x) in der Ebe- 
ne eines Kegelschnitts: 
e) so geht diejenige Gera- 
de (v.oders), welche zu den 
zwei durch den Punkt ge- 
henden Tangenten (A,,A,, 
oder A,, A,) und der festen 
Geraden die vierte, der 
letzteren zugeordnete, har- 
monische Gerade (Strahl) ist, 
durch einen bestimmten 
Punkt (9, oder £); und $) um 
diesen Punkt dreht sich zu- 
gleich diejenige Gerade 
(A,A;, oder a,a,), welche 
durch die Berührungspunk- 
te (A,,0, ,odera,,a,),der jedes- 
maligen zwei. Tangenten 
geht.” | 


Vermöge dieser merkwürdigen gegenseitigen Bezie- 
‚hung des Punkts 9 oder x und der Geraden y. oder x 
im Verhältnifs zum Kegelschnitt (=), soll in der Folge 
‚die Gerade „die Harmonische des Punkts,”-und 
‘der Punkt „der harmonische Poli. der Geraden” 


| 
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in Bezug auf den Kegelschnitt heifsen*), Man sieht 
dafs je nachdem der Punkt innerhalb, wie 9, oder 
aufserhalb, wie x, des Kegelschnitts liegt, seine Har- 
monische dem Kegelschnitt gar nicht begegnet, wie 
y, oder ihn schneidet, wie x, und zwar ihn in den 
Berührungspunkten p, q der durch den Punkt x ge- 
henden Tangenten schneidet, wie bereits oben bemerkt 
worden; so, dafs also „der Durchschnitt irgend 
zweier Tangenten einesKegelschnitts der har- 
monischePol der durch dieBerührungspunkte 
gehenden Geraden ist;” dafs also z.B., e die Har- 
monische des Punkts e, f die Harmonische des Punkts 
f, c die Harmonische des Punkts t, u. s. w., ist. Dem- 
nach geht die Harmonische jedes Punkts (f, c,t, «....) 
der Geraden Y durch den harmonischen Pol der letz- 
teren.. Gleiches findet auch bei der Geraden X statt, 
nämlich nicht nur die Harmonischen der aufserhalb des 
Kegelschnitts liegenden Punkte e,d,....., sondern auch 
die der innerhalb liegenden, wie etwa 8, gehen durch 
den Pol r, denn da die vier Punkte a,, 8, a,, £ har- 
monisch sind, so liegt x in der Harmonischen s des 
Punkts 8. Daher folgt (was zum Theil, mit anderen 
Worten ausgesprochen, im vorslhden Satze (I, £.) 
enthalten ist): 

II. „Die harmönischenPo- II. „Die Harmonischen als 
le allerGeraden, die durch ler Punkte, die in irgend. 
irgend einenPunkt (h. oderg) einer Geraden (y.oder x) lie- 
gehen, in Bezug auf einen gen, in Bezug auf einen Ke- 
Kegelschnitt, liegen in ei- gelschnitt, gehen durch ei- 
ner bestimmten Geraden nen bestimmten Punkt (y 
(yoderz),nämlich i in derHar- oder £), nämlich durch den 


monischen jenes Punkts” härmonischen Pol jener 
Geraden.” 


*) Die‘ französischen Mathematiker nennen sie gewöhnlich 
schlechthin Polaire und Pol, 


Fü 
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Oder kürzer: 


„Geht eine Gerade durch „Liegt ein Punkt in ir- 
irgend seinem Punkt, so gend einer Geraden, so 
geht die Harmonische des liegt der Pol der letzteren 
letzteren durch ihren har- in seiner Harmonischen. 
monischen Pol.” 


Man wird bemerken, dafs Beides im Grunde nur 
ein und derselbe Satz ist. In der Folge sollen irgend 
zwei solche Gerade, von denen jede durch den har- 
monischen Pol der andern geht, „zwei zugeordnete 
harmonische Gerade,” oder ‚schlechthin. „zwei 
zugeordnete Harmonische,” und ähnlicher Weise 
sollen ihre Pole „zwei zugordnete harmonische 
Pole” heifsen. Es sind also sowohl y und x, als x 
und z, als z und y, u, s. w,, zwei zugeordnete Har- 
monische, und sowobl x und 9, £ und 5, y und 5, u. 
s. w., zwei zugeordnete harmonische Pole. Ferner sol- 
len je drei Gerade, von denen jede durch die har- 
monischen Pole der zwei übrigen geht, wie z.B.'x,v,z, 
oder x,e, s, „drei zugeordnete Harmonische,” 
und ebenso je drei Punkte, von denen jeder der Durch- 
schnitt der: Harmonischen der zwei übrigen ist, wie z. 
B. X,9, 3, oder x, e, 8, „drei zugeordnete harmo- 
nische: Pole” genannt werden. Die Durchschnitte 
dreier zugeordneten Harmonischen, sind, wie man sieht, 


zugleich drei zugeordnete harmonische Pole, und auch 


umgekehrt. | } 

Da die drei Geraden x, y, z, so wie die drei 
Punkte x, 9, 3, sowohl durch das vollständige Vierseit 
AA,A,A,, als durch das vollständige Viereck aa,a,a,; 
bestimmt werden, so folgen unmittelbar nachstehende 
Sälze: 


III. „Alle einem vollstän-- II. „Alle’einem (vollstän- 
digen Vierseit AA,A,A,ein- digen) Viereck aa,a,a, um- 
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geschriebenenKegelschnit- 
te, haben gemeinschaftlich 
drei zugeordnete Harmoni- 
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schriebenen Kegelschnitte, 
haben gemeinschaftlich 
drei zugeordnete harmoni- 


sche und drei zugeordne- schePole und drei zugeord- 


te harmonische Pole, näm- 


lich die drei Diagonalen x, 
y,z des Vierseits und ihre 
Durehschnitte g,y, 


nete Harmonische, nimm 
lich die dreiDurchschnitte 
der gegenüber stehenden 
Seiten und die durch sie 
bestimmten Geraden.” 


Nach dem festgestellten Plane darf diese frucht- 
bare Betrachtung gegenwärtig nicht weiter ‚entwickelt 
werden; nur folgende Aufgaben, die mittelst des Li- 
neals sehr leicht zu lösen sind, mögen bier noch Platz 


finden: 


IV. „Die Harmonische ir- . 


gend eines gegebenen 
Punkts, in Bezug auf einen 
gegebenen Kegelschnitt zu 
finden.” 


IV. „Den harmonischen 
Pol einer gegebenen Gera- 
den, in Bezug auf einen ge- 
gebenen Kegelschnitt zu 
finden.” 


Es sei etwa g oder y der gegebene Punkt (links). 
Man ziehe‘ durch denselben irgend zwei dem: Kegel- 
schnitt schneidende Gerade d, e, oder c,f, verbinde 
die jedesmaligen vier Durchschnitte a, Aı, A2, 05 paar- 
weise durch zwei Paar Geraden b und g, cundf, oder 
b und g,‘d und e, so liegen die Durchschnitte 5, 9, 
oder 3, x dieser Geradenpaare, zufolge der oben an- 
gegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen 
x oder y, welche also gefunden ist. Auf diese Weise 
suche man, um die Aufgabe rechts zu lösen, zu irgend 
zwei Punkten der gegebenen Geraden die Harmoni- 
schen, so ist der Durchschnitt der letzteren der ver- 
langte Pol (II). 

VW. „An einen (gezeichnet vorliegenden) Kegel- 
schnitt, mittelst des Lineals, Tangenten zu 
ziehen, die durch einen, auferhalb desselben 
liegenden, gegebenen Punkt r gehen. 
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' Man suche, nach ‘(IV.) links, die Harmonische x des 
gegebenen Punkis rg, und verbinde die Punkte 9, q, in 
welchen sie dem Kegelschnitte begegnet, mit dem ge- 
gebenen Punkte durch Gerade, so sind diese die ver- 
langten Wangenten (zufolg ze der oben ia Be- 
trachtung). | | 

45. Die vorhin ($.44.) RB Sätze über har- 
monische Gerade und Pole sind die Fundamental- 
sätze von: einer‘ sehr fruchtbaren geometrischen Unter- 
‚suchung, die’in der neuesten Zeit von französischen 
Mathemalikern mit grofseni Erfolge angewandt und, aus- 
gebildet worden. Ich mıufs air vörbeifälten, später: 
auf diesen ‘Gegenstand zurückzukönmien (im vierten 
Abschnitte), wo alsdann nicht allein grolse, Reihen von 
Sätzen und merkwürdigen Eigenschaften entwickelt wer- 
den, sondern auch das eigentliche Wesen des Gegen- 
standes gründlicher und umfassender enthüllt werden 
wird. Denn in der That wird sich zeigen, dafs weder 
das Vorstehende (was hier nur beiläufig entwickelt 
wurde), noch die Art und Weise, wie der Gegenstand 
bisher von Anderen behandelt worden, über die innere 
Natur und die eigentliche Bedeutung dieser Eigenschaf- 
ien gehörige Auskunft giebt, sondern dals vielmehr 
dieser @egenstand, wie er bisher aufgefafst und erkannt 
worden, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen 
ist, wovon der andere Theil, der mit jenem in sehr 
naher Beziehung steht, unter anderer Gestalt längst all- 
gemein bekannt war, und dafs endlich die gemeinschaft- 
liche Urquelle beider Theile aus einer eigenthüm- 
lichen Verbindung projectivis hr Gebilde: 
entspringt”). 


*) Dadurch wird unter anderen auch die merkwürdige Eigen- 
schaft von sechs Punkten in einer Geraden, die von Desargues 
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Um hier nur an einem Beispiele die fruchbare An- 
wendung der im Vorhergebenden aufgestellten Eigen- 
schaften der harmonischen Geraden und ‚Pole zu zei- 
gen, soll ein von Brianchon gefundener merkwürdi- 
ger Satz über Kegelschnitte *) dnrch dieselben bewie- 
sen werden. Der Satz wird durch folgende Aufgabe 


herbeigeführt. 
„Wenn in einer Ebene „Wenn in einer Phene 
sich irgend zwei Kegel- sich irgend zwei Kegel- 


schnitte K, K, befinden, 
welchem Gesetz sind dann 
die den Tangenten des ei- 
nen K,, in Beziehung auf 


den anderenK, entsprechen-; 


den harmonischen Pole un- 
terworfen?” **) 


‚schnitte K, K, befinden, 


welchem Gesetz sind dann 
die den Punkten des einen 
K,, in Beziehung auf den 
andereuK, entsprechenden 


Harmonischen unterwor- 
fen?” **) 


Es seien a,b,c,d,e,f irgend sechs Tangenten 
ten des Kegelschnitts K, und a, db, c,d, e, f die ihnen 
entsprechenden harmonischen Pole. Das Sechsseit 
abcdief hat die Eigenschaft, dafs die drei Diagonalen, 
welche die gegenüberstehenden Ecken verbinden, ein- 


„Involution’ genannt wurde, und: mit der sich nach ihm ver- 
schiedene Mathematiker beschäftiget haben, auf eine sehr einfache 
und befriedigende Weise aufgeklärt werden, 


®) X, Cahier du Journal de P’Beole Polytechnique. 


**) Wenn in der Ebene eines Kegelschnitts mehre Gerade 
oder Punkte angenommen werden, die in Ansehung ihrer gegen- 
seitigen Lage irgend einem bestimmten Gesetze unterworfen sind, 
so kann gefragt werden, welchem Gesetze die ihnen, in Bezug auf 
den Kegelschnitt, entsprechenden harmonischen Pole oder Geraden 
unterworfen seien. Und eine ähnliche Frage kann aufgeworfen wer- 
den, in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades im Raab, Die 
aus diesen Fragen entspringende Untersuchung haben die französi- 
schen Mathematiker „Theorie des polaires r&ciproques” 
genannt. Das allgemeine Gesetz, welches dieser Untersuchung zu 
Grunde liegt, hat auch Moebius (Barycentrische Calcül, $. 287 .) 
auf sehr geschickte Weise bewiesen. 


Mi 
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ander in irgend einem Punkte treffen ($. 42, I, 1.), da- 
»'her müssen die drei Durchschnitte der gegenüberste- 
henden Seiten des Sechsecks abcdef in einer Geraden 
liegen, weil sie die harmonischen Pole jener Diagona- 
sind ($. 44, UI.); folglich mufs das Sechseck abcdef 
irgend einen Kegelschnitte K, eingeschrieben sein ($.42, 
I, 2.); und da dieser Kegelschnitt durch irgend fünf 
Punkte, etwa durch a, b, c,d, e bestimmt ist ($. 41,1.), 
so ist er folglich der Ort der harmonischen Pole der 
Tangenten des Kegelschnitts K,, ‘weil jede beliebige 
andere Tangente statt jener sechsten f genommen wer- 
den kann. Läfst man die bewegliche Tangente £ all- 
mählig mit einer der festen, etwa mit a, zusammenfal- 
len, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten 
mit dem Berührungspunkte a, der festen Tangente a 
vereinigen, und dann müssen auch ihre Pole f, a sich 
vereinigen, und also die Sekante af des Kegelschnitts 
K, in die Tangente a, im Punkte a übergehen, und 
zwar mufs diese Tangente a, die Harmonische jenes 
Berührungspunkts a, sein. Also folgen nachstehende 
Sätze: 

„Wenn in einer Ebene sich irgend zwei 
Kegelschnitte K,K, befinden, so liegen die 
den Tangenten a,b, c,..... des zweiten K,, in 
Beziehung auf den ersten K, entsprechenden 
harmonischen Pole a,b, c...... in irgend einem 
bestimmten dritten Kegelschnitt,K,, und es 
berühren die den Punkten a,, di, Gi, -..-- des 
zweiten K, entsprechenden Harmonischen 
aD can einen und denselben dritten Ke- 
gelschnitt K,, und zwar solcher Gestalt, dafs 
jeder Tangente »und ihrem Berührungspunk- 
te a, des zweiten Kegelschnitts K,, ein be- 
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stimmter Punkt’ a und:dessen zugehörige Tan- 
gente a, im dritten KegelschnittK, entspricht.” - 

W:ofern der zweite Kegelschnitt K, ‘nicht ‘(oder 
wenigstens nicht ganz) von ‘dem ersten K eingeschlos- 
sen wird, folgt aus diesem Satze, ‚vermöge ($. 44.), un- 
mittelbar der anfangs erwähnte Salz von’ ENDEN 


u } 


nänlich: u HN 2: 
„Bewegen‘sich zwei ci Arch kan dan: 


genten eines Kegelschnitts K so; 


dafs die Gerade durchihre dafs ihr‘ Durchschnitt ir. 
Berühr 'ungspunkte stets ir- gend einen zweiten Kegel- 
gend einen zweiten Kegel-. schnitt K, durchläuft, se 
schnittK, berührt, so durch- berührt Ri: Gerade N, 


läuft ihr Durchschnitt ir- ihre  Berührungspunkte 
gend einen dritten Kegel- stets irgend einen dritten 
schnitt K,” *). » ,n Kegelschnitt:K,”*), 


Zusammengesetztere Sitze und Porismen, 


46. Durch Zusammenstellung oder Verbindung 
projectivischer Gebilde (Gerade und ebene Strahl- 
büschel) gelangt man, mit Berücksichtigung ihrer Er- 
zeugung der Kegelschnitie ($. 38, III, IV.), zu zahl- 
reichen merkwürdigen Sälzen und Porismen, wovon, 
gemäfs der obigen Feststellung (8 39.), beispielsweise 
hier einige entwickelt werden sollen. 

I. Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade A, A, 
(Fig. 45.) perspectivisch, und ist B, ihr Projectlions- 
punkt, und sind sie ferner mit irgend zwei Strablbü- 
scheln B, B, perspectivisch, nämlich A mit B, und A, 


*) Mittelst dieser Sätze kann von folgenden zwei Aufgaben: 
„Die gemeinschaftlichen „Die gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier gegebe- Punkte zweier gegebenen 

nen Kegelschnitte zu fin- Kegelschnitte zu finden” 


den” 
jede auf die andere zurückgeführt werden. 
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Zusammengesetztere Sätze und Porismen, 


mit B,, so.sind diese Strahlbüschel B, B, unter sich 
projectivisch ($. 11, IL), und erzeugen folglich (8. 38, 
IV.) einen Kegelschnitt, d. h., die Durchschnitte a,, b,, 
ihrer entsprechenden Strahlen, also insbesondere 
auch der Durchschnitt ee, der Geraden A, A,, weil in 
ihm zwei entsprechende Strahlen e, e, sich treffen, lie- 
gen in 


..... 


irgend einem Kegelschnitt, der fortan durch 
I[BB,] bezeichnet werden soll. — Sind andererseits 
b, B, (Fig. 44.) irgend zwei perspectivische Strahlbü- 
schel; ist A, ihr perspectivischer Durchschnitt, und sind 
sie ferner mit irgend zwei Geraden A, A, perspecli- 


yisch, so sind diese unter sich projectivisch und erzeu- 


gen also irgend einen Kegelschnitt [AA, ]. 


. Hieraus 


gehen unmittelbar folgende bekannte Sätze hervor. 


u 
„Bewegen sich dieEcken 


A, A,, 4, eines veränderli- 
chen Dreiecks a a, a, (Fig. 
44.) in drei BElehIeen fe- 
sten Geraden A,A, 32 und 
gehen zwei Seiten a,a, des- 
selben stets durch irgend 
zwei feste PunkteD, B,, so 
berührt die drititeSeite a, 
beständigirgend einen be- 
stimmtenKegelschnitt[AA J, 
dernämlich auch die bei- 
den ersteren Geraden A,A, 


nebst derGeradenee, durch, 


die festen Punkte B,B, zu 
Tangenten hat.” 


„Drehen sich die Seiten 
a5a,, a, eines veränderli- 
chen Dreiecks aa, a, (Fig. 
45,) um drei beliebige feste 
Punkte B, BB Ad bewe- 
gen sich zwei Ecken a, a, 
desselbeninirgend zwei fe- 
stenGeradenA,A,,so durch- 
läuft die dritte Ecke a, ir- 
gend einen bestimmten Ke- 
gelschnitt [BB,], in wel- 
chem nämlich auch die bei- 
den ersten Punkte B,D, 
nebst dem Durchschnitte 
ee, der festen Geraden A,A, 
liegen.” 


Und umgekehrt: 


„Bewegt sich eine Seite 
a, eines veränderlichen 
Dreiecks an,n, als Tangente 
eines festen Kegelschnitts 
[AA,], und drehen sich die 
zwei übrigen Seiten a. a, 
umirgendzwei festePunkte 


„Bewegt sich eine Ecke 
0, eines veränderlichen 
Dreiecks AA,A, in irgend 
einem festenKegelschnitte 
[BB,], während die zwei 
übrigen Ecken a, a, irgend 
zwei feste Gerade A, A, 


“ 


AR 
R 
SR, 
ver 
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B,B, in einer Tangente des- 
selben, und bewegen sich 
die diesen Seiten gegen- 
überliegenden Eckena, a, 
desDreiecks in irgend zwei 
anderen festen Tangenten 
A, A, des Kegelschnitts, so 
durchläuft die dritte Ecke 
n, irgend eine bestimmte 
Gerade A,.” Ebenso kann jede 
der zwei Geraden A, A,, so wie 
jeder der zwei Punkte B, B, als 
Folge der jedesmaligen fünf übri- 
gen Gebilde gesetzt werden. 
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deren Durchschnitt ee, im 
Kegelschnitt liegt, durech- 
laufen, und dreben sich die 
diesenEcken gegenüberlie- 
gendenSeitena,a, umirgend 
zwei festePunkte B,B, des 
Kegelschnitts, so geht die 
dritte Seite.a, stets durch 
irgendeinen bestimmten 
Punkt B,.”. Eben so kany, je- 
der der zwei Punkte D, B,, so 
wie jede der zwei Geraden A, 
A, als Folge der jedesmaligen 
fünf übrigen Gebilde gesetzt wer- 
den, 


II. Sind irgend vier Gebilde A, A,,B, Bı (Fig. 46.) 


unter einander projectivisch, und zwar liegen sowohl 
A und B, als A, und B, perspectivisch, dagegen so- 
wohl A und A,, als B und B; schief, so dafs also die 
zwei letzteren Paare irgend zwei Kegelschnitte [AA,], 
[BB,] erzeugen, so folgen in Ansehung der entspre- 
chenden Elemente, wie etwa a, Q,; a, a, und die durch 
diese erzeugten az, Q,, unmittelbar nachstehende Sätze: 


1. „Drehen sich zwei Sei- 
ten a, a, eines veränderli- 
chen Dreiecks a@,A, um ir- 
gend zwei feste Punkte B, 
.B, eines festen Kegel- 
schnitts [BB,], während die 
ihnen gegenüberliegenden 
Ecken a,, d in irgend zwei 
festenGeraden A,,A sich be- 
wegen und die dritte Ecke 
a, denKegelschnitt durch- 
läuft, so bewegt sich die 
dritte Seite a, als Tangen- 
te irgend eines bestimm- 
tenKegelschnitts[AA,], der 
nämlich auch jene zwei fe- 
sten Geraden berührt.” ° 


„Bewegen sich zweiEcken 

0, a, eines veränderlichen 
Dreiecks aa,a, in irgend 
zwei festenTangenten A,A, 
eines festen Kegelschnitts 
[AA,], während die ihnen 
gegenüberliegendenSeiten 
a,,a sich um irgend zwei 
feste Punkte B,,B dreben 
und die dritte Seite a, stets 
den Kegelschnitt berührt, 
so durchläuft die dritte 
Ecke a, irgend einen ande- 
ren bestimmten Kegel- 
schnitt [BB,], der nämlich 
allemal durch jene zwei fe- 
sten Punkie geht.” 
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Die Abfassung der übrigen Sätze, wo nämlich, statt 
wie hier auf die Kegelschnitte [BB,], [AA:], umge- 
kehrt auf eins der Gebilde A, A,,B, Bı BREFANENEN 
wird, überlasse ich dem Leser. 

Die beiden Kegelschnitte [AA,], [BB;] bäben. ei- 
ne eigenthümliche Beziehung zu einander, die sich, s 
lange [AA,] ganz oder zum : Theil innerhalb BB 
liegt, durch folgende merkwürdige Eigenschaft kund 
giebt. Gelangt nämlich der bewegte Punkt a, in die 
Durchschnitte 6,, (,, d,, &; der Geraden A,A, und des 
Kegelschnitts [BB,], so vereinigen sich offenbar so- 
wohl die Strahlen b, und b,, als c, und «,, als d und 
d,, als e und e,, so dafs alsa jedes der zwei Dreiecke 
b,6.;Bı, d2e2B dem Kegelschnitte [BB,] eingeschrieben 
und dem Kegelschnitte [AA,] umschrieben ist. Da 
durch diese zwei Dreiecke und durch den einen oder 
den andern der beiden Kegelschnitte die oben angege- 
benen projectivischen Beziehungen der Gebilde A, A,, 
B, B, bestimmt sind, wie man leicht bemerken wird, 
so folgen also nachstehende bekannte Sätze. 


2. „Sind zwei Dreiecke 2. „Sind zwei Dreiecke 


b,t,B, , d,6B einem Kegel- 
schnitte [BB,] eingeschrie- 
ben, so sind sie zugleich 
irgend einem anderen Ke- 
BeNL OR EERN [AA, Jumschrie 
ben.” 


b,c,B,, d,e,B einem Kegel- 
schnitte [AA,] umschrie- 
ben, so sind sie zugleich 
irgend einem anderen Ke- 
gelschnitte [BB,] einge- 
schrieben.” 


Und ferner folgt: 

3. „Haben zwei Kegelschuittä [AA,]; [BB.] 
solche Lage, dafs irgend ein Dreieck dem ei- 
nen umschrieben und zugleich dem anderen - 
eingeschrieben werden: kann, so lassen sich 
unzählige andere Dreiecke unter denselben 
Bedingungen beschreiben (nämlich jeder Punkt 
des Kegelschnitts [BB,],: der nicht innerhalb des Ke- 
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gelschnitts [AA,] liegt, kann Ecke eines solchen Drei- 
ecks sein). 

If! Beweis der Auflösung in ($. 17, IL). Das 
bei dieser Auflösung, die sich auf eine der fruchtbar- 
sten Aufgaben bezieht, angewandte sehr bequeme Ver- 
fahren, gründet sich auf folgende Verbindung. Haben 
nämlich die vier Gebilde A, A,, B,B,, auflser den vor- 
hin angegebenen projectivischen Beziehungen, noch 
solche besondere Lage zu einander, dafs Aund A, auf- 
einander und B und B, concentrisch liegen, wie in 
(Fig. 23.), und geht irgend ein Kegelschnitt durch den 
gemeinschaftlichen Mittelpunkt (BB;) der Strahlbüschel, 
welcher die Strahlen der letzteren in a, ß, 7, .....; 
&ı, Pi» Yı, -;... schneidet, so werden, wenn man etwa 
« und e, als Mittelpunkte ‘zweier Strahlbüschel «, «, 
annimmt, sowohl die Strahlbüschel x und B, in Anse- 
hung der Strahlen a,, b,, &, ..... und a,, bi, Cı,..... ? 
als die Strahlbüschel &, und B in Ansehung der Strab- 
lenta, 5 bg ‚.und'a,b, c,‘..... projectivisch 
sein ($. 38, IL), daher sind auch die Strahlbüschel « 
und «, in Ansehung der Strahlen a3, b;, &, «:... und 
a ee. projectivisch ($. 11, IIE.), und zwar, da 
zwei ‚entsprechende Strahlen a,, a, vereiniget sind, lie- 
gen sie perspeclivisch, so ‚dafs also die Gerade, £, 7; 
oder A, ihr perspectivischer Durchschnitt ist. Durch 
jeden Punkt der Geraden A, sind demnach irgend zwei 
entsprechende Strahlen der Strahlbüschel «, «; bestimmt, 
wie 'z. B.. durch #, die Strahlen b,, b,, und durch die 
Punkte: #,, #, in welchen diese Strahlen: dem Kegel- 
schnitte begegnen, sind "wiederum zwei entsprechende 
Strahlen b,, b ‘der Strahlbüschel B,, B bestimmt; da- 
her ist klar, dafs die auf diese Art von den Punkten 
&, #, in:welchen die Gerade A, vom 'Kegelschnitte ge- 
troffen wird, abhängigen entsprechenden Strahlenpaare 


ar 
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e und e,, k und’kı der Strahlbüschel B und B, noth- 
wendiger Weise aufeinander fallen müssen, und dafs 
daher auch in den Punkten, in welchen diese Stralilen 
den aufeinander liegenden Geraden A, A, begegnen, 
entsprechende Punktenpaare e und e&,, £ und fi der 
letzteren vereiniget sind, was bei der obigen Auflösung 
angenommen wurde: 

Wenn man anstalt des Kegelschnitts, der durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (BB,) der Strahl- 
büschel B, B, geht, einen anderen Kegelschnitt zu Hülfe 
nähme, der die aufeinander liegenden Geraden A, A, 
berührte, so würde man den Beweis für die entgegen- 
gesetzte Auflösung erhalten, welcher oben ($.17, 11; b.) 
Erwähnung geschah. Die Ausführung wird. dem Leser 
überlassen. 

IV. ‘Wird aufser ‚den oben (Il.) vorausgeselzten 
Beziehungen der vier Gebilde A, A,, B, B;, dafs sie 
nämlich unter einander projectivisch. seien, und sowohl 
AundB, als A, und B, perspectivisch liegen, ‚nun noch 
angenommen, es sollen entweder die Geraden A, A, 
gleich sein und aufeinander liegen und gleichliegend 
sein, wie etwa in (Fig. 48.), oder es sollen die Strahl- 
büschel B, B, gleich sein und concentrisch liegen und 
gleichliegend sein, wie etwa in. (Fig. 47.), so folgen 
unmittelbar nachstehende bekannten Sätze: 

„Bleibt der Winkel (aa,). .„Bleibt-dieGrundliniena; 
an der Spitze eines verän- eines veränderlichen Drei- 
derlichen Dreiseits aa,a, ecks aa,a, (Fig. 48) derGrö- 


(Fig.47.) der Gröfse nach ‚be-, [se nach beständig, aber 


ständig, aber dreht er sich» bewegt sie sich in irgend 
um seinen festen Scheitel-, einer festen Geraden (AA, ), 
punkt (BB,), während die während die zwei übrigen 
zwei übrigen. Eeken A,n,, Seiten.a,.a, sich-um zwei 
des Dreiecks.irgend zweisfeste Punkte B, B, drehen, 
feste Gerade A, A, durch- so durchläuft die Spitze a, 
laufen, so bewegt sich die.des: Dreiecks einen be- 


“ 
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Grundlinie a, als Tangente 
irgend eines bestimmten 

Keselschaitie [AA,], der 
such die zwei festen Gera- 
den berührt.” Ist sowohl der 


Winkel (dd,) als (ee,) dem be- 


ständigen Winkel (aa,) gleich, 
so sind d, e, diejenigen Punkte, 
in welchen die Geraden A, A, 
vom Kegelschnitte berührt wer- 
den ($. 38,.IV.). Später wird 
sich zeigen, dafs der Punkt (BB,) 
allemal Brennpunkt des Kegel- 
schnitts sei *). 
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stimmtenKegelschnitt[BB, T. 
der namentlich durch. die 
zwei festen Punkte geht.” 
Ist sowohl dd, als ee, gleich der 


‚beständigen Grundlinie aq,, so 


sind d,e, die den Punkten B,B, 
zugehörigen Tangenten des Kegel- 
schnitts ($.38, IV.). Da die un- 
endlich entfernten Punkte der Ge- 
vader A, A, einander entspre- 
chen ($. 16, III), so mufs noth- 
wendig (AA,) Asymptote des 
Kegelschnitts, und folglich muls 
dieser eine Hyperbel sein; u. s.w- 


V. Sind vier Gerade A,A,, A,, A, unter einander 
projectivisch, und sind sowohl A und A,, als A, und 
A, gleich und liegen sowohl die ersteren als die letz- 
teren aufeinander und sind gleichliegend, wie etwa in 
(Fig. 49.), und befinden sich A und A, in perspecii- 
vischer, dagegen sowohl A und A,, als A, und A,, als 
A, und A,'in schiefer Lage, wonach also jene einen 
EDEN NEDUDSt, B haben und die letzteren drei Ke- 

| gel- 


*) Läfst man die eine Gerade, etwa A,, sich entfernen, bis 
sie zuletzt in unendliche Ferne gedacht wird, so sieht man, dafs 
alsdann die Strahlen a, Ds parallel werden, und mithin der Win- 
kel (aa,) auch beständig wird, wenn (aa,) es ist; da aber in die- 
sem Falle der Kegelschnitt [AA,], vermöge der unendlich entfern- 
ten Tangente A,, eine Parabel sein muls ($. 36.), so flielst daraus 
der folgende’bekankiie Satz: Bewegt sich der Scheitel 4 eines 
beständigen Winkels (aa,) in einer festen Geraden A, 
während der eine seiner Schenkel a sich um einen fe- 
sten Punkt (BB,) dreht, so bewegt sich der andere 
Schenkel a, als Tangente einer bestimmten Parabel, 
welche auch jene feste Gerade berührt (und den festen 
Punkt zum Brennpunkt hat).” — Andererseits (rechts) entsteht 
ebenfalls ein eigenthümlicher besonderer Fall, wenn man den einen 
Punkt B, sich in's Unendliche entfernen läfst, Auch können hier 
die Geraden A, A, ähnlich. angenommen werden, wodurch der 
obige Satz wesentlich verändert wird. 
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gelschnitte [AA;], [Aı A], [A2As] erzeugen; — und 
sind andererseits von vier projectivischen Strahlbüscheln 
B, B,, B,, B, (Fig.50.) sowohl B und B,, als B, und 
B, gleich, concentrisch und gleichliegend, und befinden 
sich B und B, in perspectivischer, dagegen sowohl 
B und B,, als B, und B,, als B, und B,, in schiefer 
Lage, wonach also jene einen perspectivischen Durch- 
schnitt A haben und die letzteren drei Kegelschnitte er- 
zeugen müssen: so ergeben sich aus dieser Zusammen- 
stellung unmittelbar folgende zum Theil bekannte Sätze: 


4 
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„Bleiben zwei gegenüber 
stehende Seiten an,, A,A; 
eines veränderlichen voll- 
ständigen Vierseits A4,A,0; 
(Fig. 49.) der Gröfse nach 
beständig, aber bewegen 
sie sich in irgend zwei fe- 
sten Geraden (AA,), (A,A,), 
während eine dritte Seite 
(aa,) sich um irgend einen 
festen Punkt B dreht, so 
bewegen sich die drei übri- 
gen Seiten AA,, A,fz,, Az; 
als Tangenten dreier Ke- 
gelschnitte [AA,], [A,A,]; 
[A,A,], wovon jeder jene 
zwei festen Geraden be- 
rührt.” ®) 


„Bleiben zwei gegenüber 
stehendeWinkel (aa,),(a,a,) 
eines veränderlichen voll- 
ständigen Vierseits aa,a,a, 
(Fig. 50.) der Gröfse nach 
beständig, aber drehen sie 
sich um ihre festen Schei- 
telpunkte (BB,),(B,B,),wäh- 
rend eine dritte Ecke (aa,) 
sich in irgend einer festen 
Geraden A bewegt, so 
durchlaufen die drei übri- 
gen Ecken (aa,), (a,a,), (a,a,) 
irgend drei Kegelschnitte 
[BB,], [B,B,], [B,B,], wo- 
von jeder durch jene awei 
festen Punkte geht.” *) 


°) Den Satz rechts (wenn nämlich nur der Kegelschnitt [B,B,] 


berücksichtiget wird) hat Newton zur Erzeugung oder Beschrei- 
bung der Kegelschnitte angewandt (Prineip. phil. nat. math.), und 
Mac-Laurin benutzte ihn in seiner organischen Geometrie, 

Die obigen Sätze sind übrigens, wie man bemerken wird, nur 
besondere Fälle von denjenigen Sätzen, die statt finden, wenn ei- 
nerseits A und A,, und andererseits BundB, nicht perspectivisch, 
sondern schief liegen, wo alsdann die Seite aa, sich als Tangente 
eines die Geraden A, A, berührenden Kegelschnitts bewegen, und 
andererseits die Ecke (aa,) einen durch die Punkte B, B, gehen- 
den Kegelschnitt durchlaufen muls, 
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47. :Von der grofsen Menge von Verbindungen 
projectivischer Geraden und ebener Strahlbüschel, 
soll hier nur noch folgende Verbindung Platz finden, 
welche zu, solchen zusammengeseizten Sätzen (oder Po- 
rismen) und Aufgaben führt, die nach der Art, wie man 
dergleichen Sätze und Aufgaben bei bisher gewöhnli- 
cher Darstellungsweise zu würdigen ‚pflegt, leicht für 
bedeutender und schwieriger gehalten werden . dürften, 
als sie es nach Maafsgabe der gegenwärtigen Entwicke- 
lung in der That sind. 

Hat man in einer Ebene irgend eine Kai n be- 
liebige projectivische Gerade A, A,, As,..... An-ı, WO- 
von je zwei sich in schiefer Lage befinden (mithin je 
zwei einen Kegelschnitt erzeugen), so erzeugen sie im 
Ganzen 3n (n—1) Kegelschnitte, und zwar wird durch 
je eine Reihe entsprechender Punkte, wie etwa durch 
a EP RD An_ı, ein vollständiges n Eck bestimmt, 
von dessen 3n(n—1) Seiten ($. 19.) jede einen von 
jenen Kegelschnitten berührt. Durch n—1 der genann- 
ten Kegelschnitte, die zusammen von allen Geraden ab- 
hängen, etwa durch die Kegelschnitte [AA,], [A: Aa], 
[AzAs]s +-..-, [An-2 An], d. h., durch die n—1 Ke- 
gelschnitte, welche, wenn man die Geraden in eine 
Reihe geordnet hat, von den unmittelbar auf einander 
folgenden jGeraden abhängen, ist offenbar umgekehrt 
die projectivische Beziehung derGeraden, und sind somit 
auch alle übrigen Kegelschnitte bestimmt. — Da ande- 
rerseits Entsprechendes statt findet, so folgen also nach- 
stehende umfassende Sätze: 

1. „Wenn in einer Ebene 1 ',Wenn in einer Ebene 
sich irgend eine Anzahl n sich irgend eine Anzahl n 
beliebige feste Gerade A, beliebige feste Punkte B, 
Au Aa) An; belinden, B,,B,;..... B..ı befinden, 


von denen, der Reihe nach von denen, der Reihe nach 
genommen, je zwei unmit- genommen, je zwei unmit- 


47. 


telbar aufeinander folgende 
von irgend einem beliebi- 
gen festen Kegelschnitte 
berührt werden, welches 
also im Ganzen n—1 Kegel: 
schnitte [AA,]; [A,A,];....- F 
[A,. A,,] sind, und wenn 
ein rnderliehee voll- 
ständiges nEckaa,nz..: Ans 


sich so bewegt, dafs seine 


Ecken .a, A,, As rörens Ann, 
derReihe nach, jene festen 
Geraden durchlaufen, wäh: 
rend.diejenigen lealtın 
desselben, welche die nach 
der Ordnung unmittelbar 
aufeinander folgenden 
Ecken verbinden, also die 
Seiten AA,, A,Ns, Aglz; 
An. Ans ea beziehlich 
als Tangenten um jene fe- 
sten Kegelschnitte herum- 
DEN SSRBL so bewegen sich 
die $ (n-l) (n-2) übrigen Sei- 
ten Si Tangenten um eben 
so vieleKegelschnitte, von 
denen jeder insbesondere 
diejenigen zwei festen Ge- 
raden berührt, welche von 
den Endpunkten der zuge- 
hörigen Seite durchlaufen 
werden.” 
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telbär aufeinander folgende 
in irgend einem beliebigen 
festenKegelschnitte liegen, 
welches also imGanzen n—1 
Kegelschnitte [BB,], [B,B,]; 
seen [Bag Ban.) sind, und 
wenn ein veränderliches 
vollständiges n Seit aa,a, 
“re Aa Sich so bewegt; 
dals seine Seiten a, a,, a5, 
“seo Ans der Reihe nach 
sich um jene festen Punkte 
drehen, während diejeni- 
gen n—1 Ecken desselben, 
in welchen sich die nach 
der Ordnung unmittelbar 
aufeinander folgenden Sei: 
ten schneiden, also die 


An. &,.n nach der Ordnung 
beziehlich jene festen Ke- 
gelschnitte durchlaufen; so 
durchlaufen die 3 (n-l) (n-2) 
übrigen Ecken des n Seits 
eben soviele verschiedene 
Kegelschnitte, von wel- 
chen jeder insbesondere 
durch diejenigen zwei fe- 
sten Punkte geht, um wel- 
che sich die zwei Seiten, 
die sich in derzugehörigen 
Ecke schneiden, drehen.” 


Zu der grofsen Menge besonderer Fälle, welche 
in den vorstehenden Sätzen enthalten sind, und die 
namentlich dadurch entstehen, dafs man den Gebilden 


A, A, As; esiaeg oder B, bi; B,, .. 


.... eigenthümliche 


Lage zukommen läfst, oder sie als gleich, oder die er- 
steren als ähnlich annimmt, u. s. w., gehören z. B. auch 
folgende, wo nämlich angenommen wird von den Ge- 
bilden A, Ay, «.... An-ı, oder B, B,..... Ba-ı befin- 
den sich, nach der Reihe, je zwei unmittelbar aufein- 


La 
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ander folgende in perspectivischer Lage. 
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In diesem 


Falle vereinfachen sich die obigen Sätze auf folgende 


bekannte Sätze: 


U. ,Durchlaufen dieEcken 
A, Ay» Azser... An; eines ver- 
änderlichen vollständigen 
n Ecks, nach der Reihe, n 
beliebige feste Gerade A,, 
Ay, »::+* Any, die in einer 
Ebene liegen, während n—1 
Seiten desselben, die ir- 
gend einemeinfachen nEck 
angehören, aus welchen 
das vollständige besteht, 
etwa die Seiten A4,, AA» 
ern Anz An, sich um eben 
so viele beliebige feste 
Punkte‘'B; Bi, '.-.., Bi 
drehen, so bewegen sich 
die $ (n—1) (n—2) übrigen 
Seiten, einzeln genommen, 
als Tangenten um eben so 
viele Kegelschnitte, von 
denen jeder diejenigen 
zwei festen Geraden be- 
rührt, welche die zwei 
Ecken, die in der zugehö- 
rigen Seite liegen, durch- 
laufen.” Auf die genannten 
n—tR Seiten AA,, Alzy +++... 
An. Rnı könnte man ferner 
den nebenstehenden Satz anwen- 
den, wodurch der diesseitige Satz 
noch ausgedehnter würde. 


Der Satz links wurde 


II. „Drehen sich die Sei- 
ten a, a e- 
nes veränderlichen voll- 
ständigen n Seits nach der 
Reihe um n beliebige feste 
Punkte B, B,,B,, 
die in einer Ebene liegem 
während n—1 Ecken des- 
selben, die irgend einem 
einfachen neck. angehören, 
aus welchen das vollstän- 
dige besteht, etwa die 
Ecken aa, , a; Age... Ang An-ı, 
eben so viele beliebige fe- 
ste Gerade A, A,,....., A, 
durchlaufen, so durchlau- 
fen die $ (n-1) (n-2) übrigen 
Ecken, Rh genommen, 
eine gleiche Anzahl be- 
stimmter Kegelschnitte, 
von denen nämlich jeder 
durch diejenigen zwei fe- 
sten Punkte geht, um wel- 
che sich die zwei Seiten, 
die sich in der zugehöri- 
gen Ecke schneiden, dre- 
hen.” Auf die genannten n—1 
Ecken aa,, 2,22, .....,2 8, 
könnte man ferner den nebenste- 
henden Satz anwenden, wodurch 
der diesseitige Satz noch voll- 
ständiger würde, 


4,9 253 “.... 


..0.. 


zuerst von Braikenridge 


bewiesen*); um die Erfindung eines Theiles dieses 
Satzes siritt er sich mit Mac-Laurin (Phil. Trans.) 


*) Exertitatio geometrica de descriptione linearum curvarum, 


48. 


Dafs und in wie fern 


Anmerkung. 
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die obigen Sätze ($. 22, II.) 


wiederum besondere Fälle der vorstehenden Sätze sind, 
wird man leicht wahrnehmen. 
Die folgenden zwei Aufgaben sind auf ähnliche 


Weise umfassend, wie die 


III. „Werden von den Sei- 
tenA,A,,..... ‚A,, eines be- 
liebigen nEcks je zwei un- 
mittelbar aufeinander fol- 
gende von irgend einemKe- 
gelschnitte berührt, wel- 
ches im Ganzen n Kegel- 
schnitte [AA,], [A,A,], »...-, 
[A„,A] sind, so soll ein an- 
deres nEck beschrieben 
werden, dessen Ecken 4,Q,, 
e...., An, nach der Reihe, 
in den Seiten jenes nEcks 
liegen, und dessen Seiten 
 pRRR Ar SE DIDER » 19, nach 
der Reihe, jene Kegel- 


schnitte berühren,” 


oben stehenden Sätze ((I.). 


III. „Liegenvon denEcken 
BB, /ic}ii ‚ B..ı eines belie- 
bigen nEcks jezwei unmit- 
telbar aufeinander folgen- 
deinirgend einem Kegel- 
schnitte, welches im Gan- 
zen nKegelsclschnitte[BB;], 
[B,B,l-----, [B.ıB] sind, so 
soll ein anderes nEck be- 
schrieben werden, dessen 
Seiten a, A,sc.-.. s Any, nach 
derReihe, durch dieEcken 
jenes nEcks gehen, und 
dessen Ecken aa, , ayays.----» 
an-ıa, nach der Reihe, in 
jenen Kegelschnitten lJie- 
gen.” 


Die Mittel, durch welche die vorliegenden Aufga- 


ben leicht gelöst werden, sind in dem Bisherigen ent- 
halten und bereits mehrfach angewandt, so dafs ich 
die Auflösung dem Leser zur Selbstübung überlassen 
darf. Die frühere Aufgabe in ($. 25.) ist übrigens ein 
besonderer Fall von jeder der zwei vorstehenden Auf- 
gaben. * 


Anmerkung. 


48. Es ist fast überflüssig, nochmals zu erinnern, 
dafs die von ($. 41.) an bis hierher durchgeführten Be- 
trachtungen, denen projectivische Gebilde (Gerade und 
ebene Strahlbüschel) in der Ebene zur Grundlage dien- 
ien, auf entsprechende Weise bei projectivischen Ge- 
bilden (ebene Strahlbüschel und Ebenenbüschel) im Strahl- 
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büschel im Raume statt haben, ja dafs die Resultate jener 
Betrachtungen, sogleiech auf die letzteren Gebilde über- 
tragen werden können, wenn man nämlich, wie bereits 
oben angegeben worden (8.33: u. Ende $. 36.), überall: 
Strahl, ebener Strahlbüschel, Ebenenbüschel, . 
n kantiger Körperwinkel, n seitiger Körperwin- 
kel, Kegel (zweiten Grades), beziehlich statt: Punkt, 
Gerade, ebener Strahlbüschel, n Eck, n Seit, 
Kegelschnitt setzt. — Ebenso finden die Betrach- 
tungen auf entsprechende Weise auf der Kugelfläche 
statt, und es lassen sich die genannten Resultate ähn- 
licherweise auf dieselbe übertragen ($, 34, und 8. 38.). 


Erzeugnisse projeetivischer Gebilde im Raume. 


49. Es ist nun noch zu untersuchen ($. 39.), was 
für Figuren durch .die entsprechenden Elementenpaare 
irgend zweier projectivischen Gebilde, die sich weder 
in derselben Ebene noch in demselben Strahlbüschel, 
sondern beliebig im Raume befinden, erzeugt werden, 
Die drei Arten von Gebilden, Gerade, ebene Strahl- 
büschel und Ebenenbüschel, geben in dieser Hinsicht, 
wenn sie paarweise genommen werden, folgende sechs 
Fälle: 

1) eine Gerade A und ein Ebenenbüschel 9, 

2) zwei ebene Strahlbüschel B, B,, 

3) ein Ebenenbüschel 9 und ein ebener Strahl- 
hüschel B, 

4) ein ebener Strahlbüschel B und eine Gerade A, 

5) zwei Gerade A, A,, und 

6) zwei Ebenenbüschel A, A. | 

Von diesen sechs Fällen sind der fünfte und sechste 
ungleich wichtiger und folgenreicher, als die vier übri- 
gen; letztere sollen daher zuerst beseitiget werden. 


| 
| 
| 
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I. Liegen zwei projectivische Gebilde, eine Gerade 
A und ein Ebenenbüschel W, beliebig im Raume, d.h,, 
befinden sie sich in sehiefer Lage, so findet kein un- 
mittelbares Erzeugnifls durch ihre entsprechenden Ele- 
mentenpaare statt. Ein mittelbares Erzeugnifs wird un- 
icn im Anhange gegeben ($, 60, 26.). 

‚U. Liegen zwei projeclivische ebene Strahlbüschel 
B, B, beliebig im Raume, se geben sie ebenfalls kein 
unmittelbares Erzeugnifs, wohl aber findet He ihnen 
der folgende Unsstand statt. | 

„Legt man, von irgend einem Dallohae an- 
genommenen Punkte D aus, Gerade, welche 
die entsprechenden Strahlenpaare a und a,, b 
und«b, , Hund. 0,8% ‚der Strahlbüschel .B, B, 
schneiden, so liegen alle diese Geraden in ei- 
ner Kegelfläche D zweiten Grades.” 

Dieser Satz gründet sich auf den früheren ($. 38, 
ll, rechts). Denn denkt man sich zwei Ebenenbüschel 
A, A, , deren Axen durch den Punkt D gehen, und welche: 
init den gegebenen ebenen Strahlbüscheln B, B, per- 
spectivisch sind, so werden dieselben unter sich projec- 
ivisch sein, und mithin werden die Durchschnitte der 
entsprechenden Ebenenpaare « und «&,,' Pf und fı, y 
und ya ‚ zufolge des angeführten Satzes, in einer 
Kegellläche D liegen, und da diese Durchschnitte oflen- 
bar die genannten, durch den Punkt D, gelegten Ge- 
raden sind, so folgt daraus die Richtigkeit des vorste- 
henden Satzes. | 

II. Liegen zwei projeclivische Gebilde Y, B— ein 
Ebenenbüschel und ein ebener Strahlbüschel — belie- 
big im Raume, „so liegen offenbar die Punkte, 
in welchen ‚die entsprechenden Elementen- 
paare @ unda, 5 undb, yunde, ..... sıch schnei- 
den, in irgend einem Kegelschnitt.” Denn die 
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Ebene des Strahlbüschels B schneidet den Ebenenbü- 
schel X in einem ebenen Strahlbüschel B,, welcher mit 
dem Strablbüschel B projectivisch ist, und mit ihm den 
genannten Kegelschnitt erzeugt. 

IV. Liegen zwei projeclivische Gebilde A, B— 
eine Gerade und ein cbener Strablbüschel — beliebig 
im Raume, so wird durch je zwei entsprechende Ele- 
mente derselben eine Ebene bestimmt, d. b., durch je- 
den Punkt a, 6, c,..... der Geraden A und durch den 
ihm entsprechenden Strahl a, b, c, ..... des Strahlbü- 
schels B geht eine bestimmte Ebene, und es frägt sich, 
welchem Gesetz diese Ebenen insgesammt unterworfen 
seien? Diese Frage kann leicht durch frühere Sätze 
beantwortet werden, z. B. wie folgt. 

Denkt man sich einen Strahlbüschel B,, welcher 
mit dem gegebenen B concentrisch und mit der Gera- 
den A perspectivisch ist, so wird also derselbe mit B 
projectivisch sein, und die Ebenen, welche durch die 
entsprechenden Strahlenpaare der beiden Strahlbüschel 
B, B, gehen, werden offenbar die vorgenannten, zu 
untersuchenden, Ebenen sein. Nun werden alle diese 
Ebenen, zufolge ($. 38, Il.), von einem Kegel zweiten 
Grades berührt, und zwar findet dabei der besondere 
Umstand statt, dafs die Ebenen der Strahlbüschel B, B, 
vom Kegel in denjenigen zwei Strahlen berührt wer- 
den, deren entsprechende in ihrem Durchschnitte ver- 
einigt sind, Daher werden auch die Gebilde A,B vom 
Kegel in denjenigen Elementen berührt, deren entspre- 
chende in ihrem gegenseitigen Durchschnitte zusammen- 
treffen, d. h., trifft die Gerade A den Strahl d des 
Strahlbüschels B, und wird sie von demselben im Punkte 
e getroffen, so wird sie vam Kegel im Punkte d und 
die Ebene des Strahlbüschels wird von demselben im 
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Strahle e berührt. Demgemäfs folgt der nachstehende 
Satz: 

„Befinden sich eine Gerade Aund ein ebe- 
nerStrahlbüschelB, die projectivisch sind, im 
Raume in beliebiger Lage, so berühren die 
Ebenen, welche durch ihre entsprechenden 
Elementenpaare bestimmt werden, irgend eine 
Kegelfläche zweiten Grades, deren Mittel- 
punkt (Scheitel) mit dem Mittelpunkt B des 
Strahlbüschels zusammenfällt, und welche die 
Gerade A und die Ebene des Strahlbüschels 
B in denjenigen Elementen d,e berührt, deren 
entsprechende d, e (im gegenseitigen Durch- 
schnitte der Gebilde) sich treffen.” 

Bei diesem Satze können folgende zwei besondere 
Fälle eintreten. 1) Die Gerade A kann den Mittel- 
punkt des Strahlbüschels B treffen; dann reduzirt sick 
der genannte Kegel auf die Gerade A, d. h., in die- 
sem Falle bilden die genannten berührenden Ebenen 
ein Ebenenbüschel, dessen Axe A ist. 2) Der Strahl- 
büschel B kann aus einem System paralleler Strahlen 
bestehen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein Cy- 
linder. 

50. Von den obigen sechs Fällen sind nun noch 
die zwei wichtigsten zu untersuchen ($.49, 5, 6.), näm- 
lich es ist noch zu untersuchen, welchen Gesetzen bei 
zwei projectivischen Geraden A, A,, die im Raune 
beliebig liegen, die sämmtlichen Projectionsstrahlen, 
und bei zwei projectivischen, im Raume beliebig lie- 
genden, Ebenenbüscheln X, YA, die Durchschnittslinien 
der entsprechenden Ebenenpaare unterworfen sind, d. 
h,, welche Figuren durch sie erzeugt werden, und wel- 
che bemerkenswerthe Umstände dabei statt finden. Nach 
der Art, wie vorhin die vier übrigen Fälle betrachtet 
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wurden, lassen sich über die gegenwärtigen Fälle vor- 
läufig folgende Eigenschaften angeben. I 

Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A, in 
beliebiger Lage im Raume, so wird: jeder. beliebige 
Punkt D mit allen ihren Projectionsstrahlen ein System 
von Ebenen bestimmen, welche die gesammten Berüh- 
rungsebenen eines Kegels D zweiten Grades sind. Denn 
denkt man sich zwei ebene Strablbüschel B, B,, deren 
Mittelpunkte in D liegen, und welche mit den gegebe- 
nen Geraden A, A, perspectivisch sind, so sind die- 
selben unter sich projectivisch ($. 11, IL.) und erzeu- 
gen, zufolge ($. 38, 1l.), den genannten Kegel; weil 
offenbar die Ebenen, welche durch die entsprechenden 
Strahlenpaare der Strahlbüschel B, B, gehen, dieselben 
sind, welche durch den Punkt D und durch die ent- 
sprechenden Punktenpaare (oder die Projectionsstrahlen) 
der Geraden A, A, bestimnit werden, woher denn die 
Richtigkeit der cben ausgesprachenen Behauptung er- 
hellet. | 

Befinden sich andererseits zwei projectivische Ebe- 
nenbüschel YA, U; in beliebiger schiefer Lage im Raume, 
so wird irgend eine Ebene E die gesammten Durch- 
schnittslinien ihrer entsprechenden Ebenenpaare in ei- 
nem Kegelschnitte schneiden, d. h., die Punkte, in wel- 
chen die Ebene allen jenen Durchschnittslinien begeg- 
net, bilden irgend einen Kegelschnitt. Denn die Ebene 
E schneidet die gegebenen Ebenenbüschel A, A, in 
zwei ebenen Strablbüscheln B,B,, welche projectivisch 
sind (weil A und 9, es sind), und welche also, zu- 
folge ($. 38, IV.), einen Kegelschnitt erzeugen, der of- 
fenbar der vorgenannte Kegelschnitt ist. 


Demnach folgt also zulörderst, dafs: 


51, 


„Wenn zwei projectivi- 


sche Gerade A, A, im Rau- 


me beliebig liegen, so sind 


ein beliebigangenommener 
Punkt D mit allen ihren 
Projectionsstrahlen be- 
stimmt, die gesammten Be- 
rührungsebenen eines Ke- 
gels zweiten Grades, wel- 


welche im Raume beliebig liegen. 
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„Wenn zwei projectivi- 


‚sche Ebenenbüschel %, 4, 
im Raume beliebig liegen, 
dieEbenen, welche irgend 


so wird die Figur (Fläche), 


welche durch die gesamm- 


:tenDurchschnittslinien ih- 


rer entsprechenden Ebe- 
nenpaare bestimmt wird, 
von jeder beliebigen Ebe- 


ne Ein irgend einem Ke- 


cher jenen Punkt zum Mit- 


jen« gelschnitte geschnitten.” 
telpunkt hat.” 


5l, Um die begonnene Untersuchung ($.50.) nach 
ihrem ganzen Umfange durchzuführen, diene folgende 
Betrachtung, durch welche der Gegenstand vollständig 
und klar dargestellt wird. 

I. Sind zwei Gerade A, A, mit einem und dem- 
selben Ebenenbüschel A, (welcher zur Zweckmäfsigkeit 
für die.gegenwärtige Betrachtung durch A,, statt durch 
,, wie bisher, bezeichnet werden soll) perspectivisch 
(8. 28, II), so sind sie unter sich projectivisch, und 
wenn sie einander nicht schneiden, so wird man ihre 
Lage als eine beliebige schiefe Lage im Raume anse- 
hen können, Da die entsprechenden Punktenpaare a 
und a,, b und b,, e und c,, u.s.w. der Geraden A, A, 
in den Ebenen «,, fa, 72, u. s. w. des Ebenenbüschels 
A, liegen, so müssen auch ihre Projectionsstrahlen aa,, 
b6,, cc, u. s. w., oder. a,b, c,..... ‚in diesen Ebenen 
liegen und daher schneiden alle Projectionsstrahlen, a,b, c, 
Na ‚dieAxe A,, so dals also dieselben ein System von 
Geraden bilden, wovon jede die drei Geraden A, A, 
A, schneidet. — Sind andererseits zwei Ebenenbüschel 
A, A, mit einer und derselben Geraden A, perspecii- 
visch, also unter sich projectivisch, und liegen ihre 
Axen A, A, nicht in einer Ebene, so dafs also ihre 
Lage als beliebig schief angesehen werden kann, so 
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begegnet die Durchschnittslinie je zweier entsprechen- 
der Ebenen derselben, d. h., die Durchschnittslinien 
der Ebenenpaare «und «a,, ß und £,; y und y,, u. s. w. 
offenbar jeder der drei Geraden A, A,, A.. 

II. Geht man umgekehrt von der Forderung aus, 
es sollen, wenn im Raume irgend drei Gerade A,A, 
A,, wovon keine zwei in einer Ebene liegen, gegeben 
sind, andere Gerade a, b, c, d, ..... gefunden wer- 
den, welche jene drei schneiden, so wird man, nach 
dem was man so eben (I.) gesehen hat, auf folgende 
zwei Arten der Aufgabe ihrem ganzen Umfange nach 
genügen, 

a) durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa 
durch A,, denke man sich eine beliebige Ebene «,, so 
wird diese die zwei übrigen Geraden A, A, in zwei 
Punkten a, a, schneiden, durch welche eine Gerade 
aa, oder a bestimmt wird, die offenbar der Forderung 
genügt. Läfst man nun in der Vorstellung die Ebene 
@, sich um A, herumbewegen, so sieht man die Ge- 
rade a längs der drei Geraden A, A,, A, fortgleiten, 
und zwar so, dafs sie nothwendiger Weise nach und 
nach in die Lage jeder anderen Geraden b, c, d, ..... 
gelangt, die der Aufgabe genügt. Zugleich folgt dar- 
aus, dafs durch jeden Punkt jeder der zwei Geraden 
A,A, eine, aber nur eine einzige schneidende Ge- 
rade geht. Denn da die Ebene «, durch ihre Bewe- 
gung ein Ebenenbüschel A, beschreibt, so sind die 
Geraden A, A,, in Ansehung der entsprechenden Punk- 
tenpaare a und a,, 5 und d, u. s. w., in welchen sie 
nach einander von jener bewegten Ebene geschnitten 
werden, projectivisch ($. 28, III.), d. h., sie werden 
von den gesammten Geraden a, b, c, d,..... ‚ welche 
die drei Geraden A, A,, A, schneiden, projectivisch 
geschnitten, so dafs diese Schaar Gerader ihre Projec- 
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tionsstrahlen sind. Diejenigen zwei schneidenden Ge- 
raden oder Projectionstrahlen q, r, welche nach den 
unendlich entfernten Punkten q, rı der Geraden A, A, 
gerichtet sind, also die Parallelstrahlen ($. 9.), erhält 
man, wenn die bewegte Ebene «, in die Lage kommt, 
wo sie mit A oder A, parallel ist, nämlich ist sie mit 
A parallel, so wird sie die andere Gerade A, im Punkte 
4ı schneiden, und ist sie mit A, parallel, so wird sie 
der A im Punkte r begegnen, und alsdann sind die 
Strahlen, welche man durch diese Punkte q,, r den 
Geraden A, A, parallel zieht, die genannten Parallel- 
strahlen q, r. Hierdurch ist auch zugleich die Aufgabe 
gelöst: „Diejenige Gerade (q oder r) zu finden, 
welcheirgend zwei (im Raume) gegebene Gerade 
(A,und A, oder A,undA)schneidet und mit irgend 
einer gegebenen drittenGeraden (A oder A,) pa- 
rallel ist.’ 

Gleich wie die zwei Geraden A, A, von der Schaar 
Gerader a, b, c, d,..... projectivisch geschnitten wer- 
den, eben so werden auch die zwei Geraden A, A,, 
oder A,, A,, und also alle drei Geraden A, A,, A, von 
denselben projectivisch geschnitten. 

b) In einer der drei gegebenen Geraden, etwa in 
A,, nehme man einen beliebigen Punkt a, an, und 
denke sich durch diesen und durch die zwei übrigen 
Geraden A, A, zweiEbenen «, «&,, so wird die Durch- 
schnittslinie a der letzteren offenbar der obigen Forde- 
rung genügen, d. h., sie wird die drei Geraden A, A,, 
A, schneiden. Läfst man nun in der Vorstellung den 
Punkt a, sich in der Geraden A, fortbewegen, so wird 
die genannte Durchschnittslinie a längs der drei festen 
Geraden A, A,, A, fortgleiten, und zwar so, dafs sie 
nach und nach. in die Lage jeder anderen Geraden 
b,.c; dyjün.. gelangt, die der Aufgabe genügt. Durch 
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jeden Punkt der Geraden A, geht‘ demnach eine, und 
nur eine Gerade, welche die drei festen Geraden A, 
A,, A, schneidet. Während der Punkt. a; die Gerade 
A, durchläuft, drehen sich die genannten Ebenen «a, «, 
um die Axen A, A, und beschreiben also. zwei Ebenen- 
büschel A, A,, die unter sich projectivisch sind, weil 
beide mit der Geraden A, perspectivisch sind, nnd de- 
ren entsprechenden Ebenen «und «,, ß und f,, 7 und 
yı U. s. w. jene Schaar Gerader a, b, c,..... zu Durch- 
schnittslinien haben. Im Falle, wo. der unendlich ent- 
fernte Punkt der Geraden A, an die Stelle des beweg- 
ten Punktes 4, tritt, werden offenbar die zugehörigen 
Ebenen. («;; @&) der Geraden :A, parallel, und folglich 
wird auch ‚ihre Durchschnittslinie dieser Geraden pa- 
rallel, so dafs man: also daraus ein zweites Verfahren 
entnehmen kann, um die vorhin (a.) angeführte beson- 
dere Aufgabe: „eine Gerade zu finden, welche 
irgend zwei gegebene Gerade A, A, schneidet 
und mit irgend einer gegebenen dritten Gera- 
den A, parallel ist,” zu lösen, nämlich man legt 
durch A, A, diejenigen zwei Ebenen, welche der A, 
parallel sind, so ist ihre Durchschnittslinie die ver- 
langte Gerade. 

Eben so wie die genannte Schaar schneidender Ge- 
raden a,b, c,d, ..... die Durchschnittslinien der ent- 
sprechenden Ebenenpaare @ und «,, und % und £, 
u. Ss. w. zweier projectivischen Ebenenbüschel A, A, 
sind, sind sie es auch sowohl von zwei projectivischen 
Ebenenbüscheln A, A,, als A,, A,, und mithin von 
drei projectivischen Ebenenbüscheln A, A,, A. 

Il. Irgend drei beliebige Gerade A, A,, A, im 
Raume, wovon keine zwei in einer Ebene liegen, kön- 
nen also (Il.) von einer unzähligen Schaar anderer Ge- 
raden a, b, c, d, ..... geschnitten werden, und: zwar 
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finden dabei die Umstände statt, dafs je zwei von jenen 
drei Geraden durch die Schaar Gerader : projectivisch 
geschnitten; werden, und dafs sie andererseits die Axen 
zweier projectivischer Ebenenbüschel sind, deren ent- 
sprechende Ebenen die Schaar von Geraden zu Durch- 
schnittslinien haben, Da die Lage von zwei ‚solchen 
projectivischen Geraden oder Ebenenbüscheln, wie et- 
wa A und A,; als eine beliebige schiefe Lage 'angese- 
hen werden kann, so ist zu vermuthen, dafs auch um- 
gekehrt die Projectionsstrahlen a, b, c, d,..... irgend 
zweier schiefliegender projectivischer Geraden A, A, 
oder die Durchschnittslinien a, b, c, d,..... der ent- 
sprechenden Ebenenpaare irgend zweier schiefliegender 
projectivischer Ebenenbüschel A, A, allemal von vie- 
len anderen Geraden, wie etwa A,, geschnitten werden 
können. Diese Vermuthung wird wie folgt als wahr 
' erwiesen. | 

a) Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A, 
in beliebiger schiefer Lage im Raume, und man legt 
irgend eine Gerade A, so, dafs sie irgend drei Projec- 
tionsstrahlen derselben schneidet, etwa die Projections- 
strahlen a, b, ce (Il,),;, so werden, wenn man sich für 
einen Augenblick die Schaar Gerader denkt, welche 
die drei Geraden A, A,, A, schneiden, die beiden ge- 
gebenen Geraden A, A, von denselben projectivisch 
geschnitten (II.), da nun die drei Geraden a, b, c so- 
‚wohl zu dem einen als zu dem anderen System von 
Projectionsstrahlen der Geraden A, A, gehören, und 
da die projectivische Beziehung der letzteren durch drei 
Projectionsstrahlen bestimmt ist, so sind folglich die 
ursprünglichen Projectionsstrahlen a, b, c,d, e, ..... 
der Geraden A, A, und die genannte Schaar : Gerader, 
welche die drei Geraden A, A,, A, schneiden, ‘eine 
und dieselbe Schaar von Geraden, und folglich schneidet 
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jede Gerade A,, welche irgend drei Projectionsstrahlen 
a, b, e der gegebenen Geraden A, A, begegnet, auch 
alle übrigen Projectionsstrahlen d, e, derselben. 

b) Befinden sich zwei projectivische Ebenenbüschel 
A, A, in beliebiger schiefer Lage und man legt irgend 
eine Gerade A,, welche irgend drei Durchschnittslinien 
von entsprechenden Ebenenpaaren schneidet, etwa die 
Durchschnittslinien a, b, ce der Ebenenpaare & und «,, 
ß und A, 7 und y,, so wird dieselbe nothwendiger 
Weise auch allen übrigen Durchschnittslinien entspre- 
chender Ebenen begegnen; denn wollte man sich um 
die nämlichen Axen A, A, zwei andere Ebenenbüschel 
denken, die unter sich projectivisch und zwar beide 
zugleich mit jener Geraden A, perspectivisch wären, 
so dals je zwei entsprechende Ebenen derselben durch 
den nämlichen Punkt der Geraden A, gingen, so wür- 
den dieselben nicht von den gegebenen Ebenenbüscheln 
A, A, verschieden sein können, weil sie mit diesen 
die genannten drei entsprechenden Ebenenpaare gemein 
hätten, durch welche eben die projectivische Beziehung 
bestimmt ist. 


Aus beiden vorstehenden Betrachtungen (a, b.) 
folgt also: 


1) „Dafs die Projections- 
strahlena,b,c,d,..... zweier 
projectivischer Geraden A, 
A,, die sich in beliebiger 
schiefer Lage im Raume 
befinden, von unzähligen 
Geraden A,, A,, A,» 
geschnitten werden können, 
und zwar schneidet jede 
der letzteren alle jene Pro- 
jectionsstrahlen, sobald sie 
irgend drei derselben be- 
gegnet.” 


1) „Dafs die Durchschnitts- 

linien a, b, c, d, der 
entspreehenden Ebenen 
zweier schiefliegender pro- 
jectiviseherEbenenbüschel 
A, A, von unzähligen Gera- 
denA,,A,,A,,.....geschnit- 
ten werden können, und 
zwar schneidet jede der 
letzteren alle jene Durch- 
schnittslinien, sobald sie 
trgend drei derselben be- 
gegnet.” 


..... 


2) „Dem- 
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2) „Demnachhaben dieProjectionsstrahlen 
zweier schiefliegender projectivischer Gera- 
den A, A, im Raume und die Durchschnittsli- 
nien der entsprechenden Ebenen zweier schief- 
liegender projectivischer Ebenenbüschel A,A, 
gleiche Eigenschaft, nämlich sie sind eine 
Schaar von Geraden a, b, c,d, e,....., welche 
von einer anderen Schaar von unzähligen Ge- 


raden A,A,,A,, A, A,.... 


.. geschnitten werden, 


und zwar sind, zufolge (II.): 


„je zwei Gerade, die zu der 
einen oder zu der andern 
Schaar gehören, unter sich 
projectivisch und die jedes- 
malige andere Schaar Ge- 
rader sind ihre Projec- 
tionsstrahlen.” 


Oder 


3) „Wenn im Raume ir- 
send drei Gerade A,A,,A,, 
wovon keine zwei in einer 
Ebene liegen,gegeben sind, 
so giebt es in denselben 
unzählige mal drei solche 
Punkte, die in einer Gera- 
den liegen, so dals also die- 
selben von einer unzähli- 
gen Schaar Gerader a, b, 
dia . geschnitten wer- 
den können, und diese letz- 
tern können hinwieder von 
einer andern Schaar Gera- 
der geschnitten werden, zu 
welchen auch jene drei Ge- 
raden gehören; oder: 


„Wenn im Raume 


„je zweiGerade, die zu der 
einen oder zu der andern 
Schaar gehören, die Axen 
projectivischer Ebenenbü- 
schel, deren entsprechende 
Ebenen die andere Schaar 
zu Durchschnittslinien ha- 
ben,” 


(U.): 

3) „Wenn im Raume ir- 
gend drei Ebenenbüschel 
A,A,, A,, von deren Axen 
keine zwei in einer Ebene 
liegen, gegeben sind, so 
giebt es in denselben un- 
zählige mal dreisolcheEbe- 
nen, die sich in einer Ge 
raden schneiden, welche 
den drei Axen begegnet, so 
dafs also diese von einer 
Schaar Gerader geschnit- 
ten werden, welche eben- 
falls von einer andernSchaar 
Gerader geschnitten wer- 
den, zu welcher jene drei 
Axen gehören; oder: 


irgend drei Gerade A, 


A,ı, A, irgend drei andere Gerade a,b,c schnei- 


den, so schneiden alle Geraden d, e, ....., wel- 
13 
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che den drei ersten begegnen, alle Geraden 
As, As,....., welche den drei letzten begegnen®); 
und es haben die zwei Schaaren Gerader A,A,, 
ANAsPArr ia, bc, ae, solche Beziehung 
zu einander:” 

„dafs je zwei Geirade, die 


„dals je zwei Gerade aus 


der nämlichen Schaar an- 
gehören, unter sich projec- 
tivisch sind und zwar die 


einer Schaar die Axen pro- 
jeetivischerEbenenbüschel 
sind, deren entsprechende 


Ebenen die andere Schaar 
zu Durchschnittslinien ha- 
ben.” 


andere Schaar Gerader zu 
Projeetionsstrahlen haben.” 


IV. Zwei solche zusammengehörige Schaaren von 
Geraden, die einander gegenseitig schneiden, erfüllen 
eine krumme, windschiefe Fläche zweiter Ordnung, 
nämlich das „einfacheHyperboloid” (hyperboloide 
ä une nappe). Man kann daher, gemäfs der vorstehen- 


den Sätze, auch sagen: 


1) „Irgend zwei imRaume 
beliebigschiefliegende pro- 
jeetivische Gerade A, A, 
erzeugen ein einfaches Hy- 
perboloid, d. h. sie und alle 
ihre Projectionsstrahlen, 
nebst der Schaar Gerader, 
welche die letzteren schnei- 
den, liegen in einem einfa- 


ehen Hyperboloid.” 


1) „Irgend zwei im Raume 
beliebigschiefliegende pro- 
jectivische Ebenenbüschel 
A, A, erzeugen ein einfa 
ches Hyperboloid, d.h. die 
Durchschnittslinien ihrer 
entsprechenden Ebenen, 
nebst der Schaar Gerader, 
welche dieselben schnei- 
den, liegen in einem einfa- 


chen Hyperboloid.” 


Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als 
durch zwei projectivische Gerade oder Ebenenbüschel 
A,A, erzeugt angesehen werden soll, so mag es durch 


[AA,] bezeichnet werden. 


‘ *) Diese Eigenschaft wird hier mittelst der projeetivischen 
Beziehungen unstreitig viel einfacher bewiesen, als es z B. bei dem 
Beweise der Fall ist, welchen Hachette im Journal für Ma- 
thematik, Bd. I. S. 342. mittheilt. 
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Aus dem Obigen folgen ferner unmittelbar nach- 
stehende Eigenschalten des einfachen Hyperboloids: 

2) „Das einfache Hyperboloid kann auf 
zwei Arten durch Bewegung einer Geraden a 
oder A, welche sich längs drei festen Geraden 
A, A,, A, oder a, b, c fortbewegt, erzeugt wer- 
den (II, 3.); oder es enthält zwei Schaaren von 
Geraden (oder zwei Systeme von Strahlen), 
. welche einander schneiden, und welche die 
vorhin (IH, 3.) angegebene Beziehung zu ein- 
ander haben, nämlich: 


„Dafs die Geraden jeder ,„Dafs die Geraden jeder 
Schaar unter sich projecti- SchaarAxenprojectivischer 
visch sind, und zwar die Ebenenb. sind, deren ent- 
andere Schaar Gerader zu sprechende Ebenen die an, 
Projectionsstrahlenhaben.” dere Schaar dGerader zu 

Durchschnitislinienhaben.” 


Da hiernach jede Gerade, aus der einen oder aus 
der andern Schaar, Axe eines Ebenenbüschels ist, des- 
sen Ebenen durch die jedesmalige andere Schaar Ge- 
rader gehen, so folgt also von selbst die bekannte Ei- 
genschaft: | 


3) „Dafs jede Ebene, welche das einfache 
Hyperboloid in irgend einer Geraden schnei- 
det, dasselbe allemal noch in irgend einer an- 
dern Geraden schneidet, und dafs diese zwei 
Geraden nicht zu einerlei Schaar gehören.’ 

Jede solche Ebene, in der zwei Strahlen des Hy- 
perboloids liegen, heifst „Berührungsebene” des Hy- 
perboloids, und der Punkt, in welchem sich die zwei 
in ihr liegenden Strahlen schneiden, heifst ihr „Berüh- 
rungspunkt.” Mit Rücksicht auf diese Bemerkung 
lassen sich jetzt die obigen Sätze ($. 50.) wie folgt 
aussprechen: 

13* 
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4) „Alle Berührungsebe- 4) „Der gegenseitige 
nen einesHyperboloids, die Durchschnitt eines einfa- 
durch irgend einen be- chen Hyperboloids und ir- 
stimmten Punkt D gehen, gend einer beliebigen Ebe- 
umhüllen einenKegel zwei- neE, istirgend ein Kegel- 
ten Grades.” schnitt,” 

Da je zwei Gerade aus einer Schaar projectivisch 
sind und die andere Schaar zu Projectionsstrahlen ha- 
ben (2.), und da sie im Allgemeinen, wenn sie nämlich 
nicht ähnlich sind, Parallelstrahlen haben ($. 9, I.), so 
müssen also irgend zwei Gerade aus der andern Schaar 
mit ihnen parallel sein, und daher folgt weiter: 

5) „Dafs die zwei Schaaren Gerader eines 
einfachen Hyperboloids paarweise parallel 
sind, d. h., dafs mit jeder beliebigen Geraden 


"aus der einen Schaar eine bestimmte Gerade 


aus der andern Schaar parallel ist.” 

Später, im dritten Band, wird durch weitere Ent- 
wickelung zu dem letzten Satze noch folgende Eigen- 
schaft hinzugefügt werden. 

6) „AlleEbenen, welche sich durch die ver- 
schiedenen Paare paralleler Geraden (d.) eines 
einfachen Hyperboloids legen lassen, schnei- 
den einander in einem und demselben Punkte, 
nämlich im Mittelpunkte des Hyperboloids, 
und alle berühren einen bestimmten Kegel 
zweiten Grades, welcher Asymptoten-Kegel 
des Hyperboloids genannt wird.” 

Angenommen es seien etwa a und A zwei paral- 
lele Gerade, so werden, wenn man sich den Ebenen- 
büschel A denkt, dessen Ebenen £, y,; 6, ..... sämmt- 
lich der Geraden a parallel sein, und da dieselben 
durch die Schaar Gerader b, c, d,..... . gehen, zu wel- 
cher auch a gehört (3.), so ‚folgt also durch Umkeh- 
rung der nachstehende Satz: 
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7) „Legt man durch eine Schaar Gerader 
eines einfachen Hyperboloids Ebenen, welche 
sämmtlich mit irgend einer zu dieser Schaar 
gehörigen Geraden (a)parallel sind, so schnei- 
den sich alle diese Ebenen in einer und der- 
selben Geraden (A), welche der andern Schaar 
angehört, und welche jener besondern Gera- 
den (a) parallel ist.” 

Von den Geraden, die in einem einfachen Hyper- 
boloid liegen, ist noch folgende merkwürdige Eigen- 
schaft, die sich auf ihre Richtung bezieht, anzugeben. 
Betrachtet man das Hyperboloid als durch zwei Ebe- 
nenbüschel, etwa durch die Ebenenbüschel A, A, er- 
zeugt, und denkt sich einen dritten Ebenenbüschel X, 
der dem A gleich, und der so liegt, dafs die entpre- 
chenden Ebenen (und also auch die Axen) der Ebenen- 
büschel A, 2 parallel sind, und dafs sich die Axen 
der Ebenenbüschel U, A, schneiden, so werden also 
auch die zwei letzten Ebenenbüschel projectivisch sein 
und einen Kegel [UA,] zweiten Grades erzeugen ($. 38, 
IL). Da die entsprechenden Ebenen der Ebenenbüschel 
A, parallel sind, und mithin von den entsprechenden 
Ebenen des Ebenenbüschels A, in parallelen Geraden 
geschnitten werden, so folgt also, dafs die Strahlen des 
Hyperboloids [AA,] mit den Strahlen des Kegels [WA, ] 
parallel sind, d. h., es folgt daraus der nachstehende in- 
teressante Satz: 

8) „Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen 
Hyperboloids sind mit den Strahlen irgend 
eines bestimmten Kegels zweiten Grades pa- 
rallel, so dafs, wenn man durch irgend einen 
beliebigen Punkt Strahlen sich denkt, welche 
den Strahlen des Hyperboloids parallel sind, 
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dieselben eine bestimmte Kegelfläche zweiten 
Grades erfüllen” *). 

Aus dem letzten Satze und aus den obigen Sätzen 
(2,4 rechts) folgt weiter: | 

9) „Dafs das einfache Hyperboloid, aufser den 
obigen Fällen (1, 2.), unter andern auch durch fol- 
gende Angaben bestimmt, und auf die dabei bemerkte 
Art erzeugt wird; nämlich: 

a) „Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar 
gehören und irgend ein ebener Schnitt (4. rechts) 
desselben gegeben sind; d. h., wenn im Raume 
irgend ein Kegelschnitt K und irgend zwei ihn schnei- 
dende Gerade, etwa A, A,, wovon aber keine in 
seiner Ebene liegt, und die auch nicht zusammen in 
einer Ebene liegen, gegeben sind; denn wird alsdann 
eine dritte Gerade a so bewegt, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A, A, schnei- 
det, so beschreibt sie die genannte Fläche; oder 
wird alsdann durch jeden Punkt des Kegelschnitts 
K eine Gerade gelegt, welche die zwei gegebenen 
Geraden A, A, schneidet (II.), so sind alle jene 
Geraden die eine Schaar, und die zwei gegebenen 
Geraden gehören zu der anderen Schaar Gerader 
der genannten Fläche.” 

b) „Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar 
gehören, und irgend ein Kegel, mit dessen Strah- 
len beide Schaaren Gerader parallel sind, gegeben 


*) Die Strahlen des Hyperboloids sind namentlich mit denen 
seines Asyınptoten - Kegels (6.) parallel, und zwar liegt jeder Strahl 
des: letzteren in der Mitte zwischen denjenigen beiden Strahlen des 
Hyperboloids, mit welchen er parallel ist und mit denen er in ei- 
ner Ebene liegt. Diese Eigenschaft nebst den obigen (3, 5, 6, 7, 8 
und 9,b) habe ich schon bei einer früheren Gelegenheit, im Jour- 
nal f. Mathem. Bd. 2. S. 268, mitgetheilt. 
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sind; d. h., wenn irgend ein KegelK zweiten Gra- 
des und irgend zwei Gerade A, A,, welche mit 
zwei Strahlen des Kegels parallel sind, aber nicht 
in einer Ebene liegen, gegeben sind; denn alsdann 
beschreibt eine dritte Gerade, die sich so bewegt, 
dafs sie stets die zwei gegebenen festen Geraden 
schneidet und beständig irgend einem Strahl des 

Kegels parallel läuft, die genannte Fläche; oder 

wird alsdann mit jedem Strahl des Kegels eine 

Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen 

Geraden schneidet (11.), so sind alle solche Gera- 

den die eine Schaar und die zwei gegebenen Ge- 

raden gehören zu der anderen Schaar Gerader der 

genannten Fläche.’ i 

c) „Wenn irgend zwei zu derselben Schaar gehörige 
Gerade A, A, und die Richtungen irgend dreier 
andern Geraden gegeben sind; denn da diese Rich- 
tungen dreien Geraden sowohl von der einen als 
der andern Schaar angehören (5.), so sind also, 
zufolge (1.), diejenigen drei Geraden zu finden, 
welche die gegebenen zwei Geraden A,A, schnei- 
den, d. h., welche nicht mit diesen aus gleicher 

Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2.) eintritt; 

(auch kann der gegenwärtige Fall auf den vorherge- 

henden (b.) zurückgeführt werden).” 

Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen: 

10) „Dafs das einfache Hyperboloid der 
Form oder Gattung nach bestimmt ist, sobald 
irgend fünf Strahlen desselben der Richtung 
nach gegeben sind, d. h., es sind alsdann die 
Richtungen aller übrigen Strahlen, also der 
Asymptotenkegel, genau bestimmt.” 

52. In besonderen Fällen, wo die betrachteten pro- 
jectivischen Gebilde entweder ähnlich sind, oder eigen- 
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thümliche Lage zu einander haben, erhält auch die 
durch sie erzeugte Fläche, welche vorhin im Allge- 
meinen das einfache Hyperboloid war ($. 51, 1V.), be- 
sondere Gestalt, oder geht in Grenzfälle über, die zu 
verschiedenen, theils bekannten, interessanten Sätzen 
führen. 

I. Angenommen es seien irgend zwei Gerade aus 
‘einer der zwei Schaaren von Geraden A, A,, A,, A, 
wi undua)bjne, dis ‚ die einander schneiden ($.51, 
IV.), etwa die zwei Geraden A, A,, projectivisch 
ähnlich, so müssen ihre unendlich entfernten Punkte 
einander entsprechen ($. 13, 1), und also mufs einer 
ihrer Projectionsstrahlen, d. h., eine Gerade der andern 
Schaar (a,b, c, ..... ), unendlich entfernt sein, und da- 
her folgt weiter, dals nicht nur jene zwei Geraden, 
sondern dafs je zwei Gerade der ersten Schaar AJA,, 
Ayyadrıd projectivisch ähnlich sind, weil sie den- 
selben unendlich entfernten Projectionsstrahl haben. 
Denkt man sich den Ebenenbüschel, welcher irgend 
eine Gerade der ersten Schaar, etwa die Gerade A,, 
zur Axe hat, so werden dessen Ebenen «&, Ps, Ya ----- 4 
durch die zweite Schaar Gerader a, b, c, ..... gehen 

($. 51, IV.), und es wird diejenige Ebene, welche nach 
“ der vorerwähnten unendlich entfernten Geraden gerich- 
tet ist, nothwendiger Weise den Geraden A, A, paral- 
lel sein, weil sie nach ihren unendlich entfernten Punk- 
ten gerichtet ist, und folglich vereiniget diese Ebene 
die Richtungen der drei Geraden A, A,, A, in sich; 
da ein Gleiches statt findet, wenn anstatt der Geraden 
A, irgend eine der übrigen Geraden A;, A,,...... ange- 
nommen wird, und da durch die Richtungen der zwei 
ersten Geraden A, A, alle Richtungen einer Ebene be- 
stimmt sind, so müssen folglich die Richtungen. aller 
Geraden A, A, Ay Ass; Ass... einer einzigen Ebene 
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angehören, d. h., diese Schaar Gerader müssen sämmt- 
lich einer Ebene parallel sein, und zwar kann durch 
jede Gerade eine solche Ebene gelegt werden, mit 
welcher alle parallel sind, und welche also alle Rich- 
tungen der Geraden enthält; alle solche Ebenen sind 
folglich unter sich parallel, sie bilden einen Ebenenbü- 
schel, der aus einem System Parallelebenen besteht und 
dessen Axe die genannte unendlich entfernte Gerade 
der zweiten Schaar ist. Zur leichteren Festhaltung mag 
diese unendlich entfernte Gerade durch e bezeichnet 
werden, dann heifsen die Parallelebenen, nach der 
Reihe in der sie durch die Geraden A, A,,A,, A 
gehen, &, &, &2, &5 -...- Diese Parallelebenen werden, 
da sie durch die erste Schaar Gerader A, A,, A,, A, 
wre gehen, die andere Schaar längs derselben schnei- 
den, und zwar werden sie dieselben projectivisch 
ähnlich schneiden, weil Parallelebenen alle Geraden, 
denen sie begegnen, in gleichem Verhältnifs theilen, 
und folglich werden auch die zweite Schaar Gerader 
sichere ‚ von der ersten projectivisch ähn- 
lich geschnitten, daher müssen ihr auch dieselben Ei- 
genschaften zukommen, wie der ersten, nämlich es mufs 
einer ihrer Projectionsstrahlen, d. h., eine Gerade der 
ersten Schaar, die-A„ heifsen mag, unendlich entfernt 
sein, ferner müssen sie sämmtlich einer Ebene parallel 
sein, so dafs durch jede von ihnen eine Ebene geht, 
mit welcher sie alle parallel sind, und dafs alle diese 
Ebenen, die nach der Reihe &n, Pan, In, da, -.... heifsen, 
unter sich parallel sind, und einen Ebenenbüschel bil- 
den, dessen Axe die genannte unendlich entfernte Ge- 
rade An der ersten Schaar ist. Man stelle sich nun 
wiederum den vorhin erwähnten Ebenenbüschel A,, des- 
sen„Ebenen 4,1 Pa, Ya, »w.- ‚ durch die zweite Schaar 
Gerader a, b, c,..... gehen, vor, und achte auf den 
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ebenen Strahlbüschel, in welchem er von einer der Pa- 
rallelebenen &n, Pa, In> -++--- ‚ etwa von der Ebene «., 
geschnitten wird, und welcher Strahlbüschel ebenfalls 
cn heifsen soll, so werden offenbar die Strahlen a,, b„, Cn, 
Rn . dieses Strahlbüschels der zweiten Schaar Gerader 
abe. parallel sein (weil, wenn z.B. eine Gerade a 
einer Ebene «„ parallel ist, dann jede durch a gehende 
Ebene «, die Ebene «„ in einem Strahl a, schneidet, 
der mit a parallel ist), woraus also folgt, dafs diese 
Schaar Gerader genau alle Richtungen eines ebenen 
Strahlbüschels «@n, oder genau alle Richtungen einer 
Ebene «„, enthalten. Aus gleichen Gründen müssen 
auch die erste Schaar Gerader A, A,, A,, Ay, .... 
alle Richtungen eines ebenen Strahlbüschels, oder einer 
Ebene, nämlich der durch sie gehenden Parallelebenen 
ee ‚ umfassen. Da der Ebenenbüschel A, ei- 
nerseits mit dem ebenen Strahlbüschel &, in Ansehung 
der Elemente «,, fs, Ya; ----- undeischuiie ‚ und 
andererseits mit der Geraden A in Änsehung der Ele- 
mente &, Pas Yar -.-- und&g zB, 08.4 ‚ (wo nämlich 
abi, die Punkte sind, in welchen die Gerade 
A zugleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, c, 
...... geschnitten wird) perspectivisch ist, so sind folg- 
lich der ebene Strahlbüschel &n und die Gerade A in 
Ansehung der Elemente a,, bn «ns ...... und a,b, &, 
....., projectivisch, und da ferner die Gerade A mit al- 
len übrigeu Geraden der ersten Schaar A,, A,, A, 
.... projectivisch ist, so folgt also: dafs die zweite 
Schaar Gerader a,b, c, ...... den Strahlen 'a,, b., Ca; 
.... eines ebenen Strahlbüschels «, parallel sind, wel- 
cher mit den Geraden der ersten Schaar A, A,, A,, 
A,ER. projectivisch ist. Desgleichen sind die erste 
Schaar Gerader A, A,, A,, As,..... .den Strahlen eines 
ebenen Strahlbüschels parallel; welcher mit der zweiten 
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Schaar Gerader a, b, c, ...... projectivisch ist, und 
welcher, z.B. in der Ebene & dargestellt, & heilsen soll. 
Da, wie vorhin bemerkt worden, die zwei Schaaren 


(Gerader A, A,» Ay, Ay; “one... 5) a, b, C, d, .„....®. mit zwei 
Ebenen &, &«n (oder vielmehr mit zwei Systemen Pa- 
rallelebenen ge, &, &, ...... vo ee ) parallel 


sind, und zwar genau alle Richtungen derselben er- 
schöpfen, wogegen sie früher beim allgemeinen Falle 
mit den Strahlen eines Kegels zweiten Grades (des 
Asymptotenkegels) parallel waren ($. 5l, IV. 8.), so 
folgt also, dafs dieser Kegel im gegenwärtigen Falle 
sich in jene zwei Ebenen aufgelöst hat, und somit in 
einen Grenzfall übergegangen ist. Jene Ebenen haben 
ferner die Eigenschaft, dafs, da jede durch eine endlich 
entfernte und durch eine unendlich entfernte Gerade 
geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Geraden 
nothwendiger Weise unendlich entfernt sein mufs, ihre 
Berührungspunkte ($. 51, IV.) mit der krummenFläche 
(welche durch die zwei Schaaren Gerader erfüllt wird) 
unendlich entfernt ist, woher denn jede solche Ebene 
„Asymptotenebene” genannt werden kann, so dals 
also im gegenwärtigen Falle der Fläche zwei Systeme 
Asymptotenebenen &, &, &» «..... a is Fi Zzu- 
kommen. Die Schaar Gerader A, A,, A,, As, -...- sind 
projectivisch ähnlich, und zwar in Ansehung der Punkte, 
in welchen sie von den Asymptotenebenen «n, Pa, In 
UL geschnitten werden (weil diese Ebenen durch die 
zweite Schaar Gerader a, b, ec, ..... gehen), daher 
werden je zwei derselben, welche unter gleichen Win- 
keln zu diesen Ebenen geneigt sind, offenbar projec- 
tivisch gleich sein, und dafs sie in der That paar- 
weise projectivisch gleich sind, und dafs ein Gleiches 
bei der zweiten Schaar Gerader a, b, ce, d, ...... statt 
findet, kann leicht gezeigt werden. Denn man denke 
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sich zwei Asymptotenebenen, etwa & und a„, nenne 
ihre Durchschnittslinie X, und denke sich in der letz- 
ten Ebene «„ den ebenen Strahlbüschel &,, dessen 
Strablen an, bn, &n, +... den Geraden a, b, e, ..... pa 
rallel sind, so wird irgend ein bestimmter Strahl zu 
der Durchschnittslinie X senkrecht sein, und sodann 
werden von den übrigen Strahlen immer zwei und zwei 
sowohl mit jenem Strahl, als mit der Durchschnittslinie 
X gleiche Winkel bilden, und daher nothwendiger 
Weise zu der ersten Ebene & unter gleichen Winkeln 
geneigt sein, woraus dann weiter folgt, dafs auch die ih- 
nen parallelen Geraden a, b, c,..... paarweise mit der 
Ebene & gleiche Neigungswinkel bilden, und folglich 
paarweise projectivisch gleich sind. Diejenige Gerade 
aber, welche dem besondern Strahle, der zu der Durch- 
schnittslinie X senkrecht ist, parallel ist, kann mit kei- 
ner andern projectivisch gleich sein; angenommen: es 
sei dies die Gerade a, dureh welche die Asymptoten- 
ebene «n geht, so wird also a auf X senkrecht stehen; 
aus gleichen Gründen mufs unter der ersten Schaar 
Gerader A, A,, As, As, ...... sich eine bestimmte be- 
finden, die mit keiner andern projectivisch gleich ist, 
angenommen es sei die Gerade A, durch welche die 
Asyımptotenebene & geht, so wird also auch A zu X 
senkrecht sein; demnach mufs denn auch die durch die 
zwei Geraden a, A gehende Berührungsebene (aA) auf 
der Durchschnittslinie X, und folglich auf beiden Sy- 
stemen Asymptotenebenen &, &, &...... N 
zugleich senkrecht stehen; unter diesen Umständen wird 
X „Axe” und der Durchschnittspunkt der Geraden a, 
A, oder der Berührungspunkt der Ebene (aA), wel- 
cher X heifsen mag, wird „Scheitel” der krummen 
Fläche genannt. Wird die krumme Fläche von irgend 
einer beliebigen Ebene E geschnitten, so mufls der 
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Schnitt offenbar im Allgemeinen eine Hyperbel sein, 
denn da die Fläche zwei unendlich entfernte Gerade 
hat, mufs er zwei unendlich entfernte Punkte haben, 
nach denen nämlich die zwei Durchschnittslinien, in 
welchen die Asymptotenebenen e, «&n von der Ebene 
E geschnitten werden, gerichtet sind, er mufs folglich 
eine Hyperbel sein, deren Asymptoten diesen Durch- 
schnittslinien parallel sind; in dem besondern Falle aber, 
wo diese Durchschnittslinien der Axe X parallel sind 
(wo nämlich die schneidende Ebene E der Axe X, oder 
der Durchschnittslinie irgend zweier Asymptotenebenen 
parallel ist), und wo sie also nach einem einzigen 
unendlich entfernten Punkte gerichtet sind, geht die ge- 
nannte Hyperbel in eine Parabel über; den Asympto- 
ten der genannten Hyperbel sind ferner auch irgend 
zwei Gerade aus den zwei Schaaren Gerader A, A, 
N. 99 VRRERE NP ah, sd parallel, nämlich jedes- 
mal diejenigen zwei, welche jenen Durchschnittslinien 
parallel sind, in welchen die Asymptotenebenen e, «&n 
von der Ebene E geschnitten werden. — Je zwei Ge- 
rade aus einer der zwei Schaaren A, A,, As,...., a,b, 
inkl: ‚ wie.z. B. die Geraden A, A,, sind Axen zweier 
projectivischer Ebenenbüschel, deren entsprechende 
Ebenen die jedesmalige andere Schaar zu Durchschnitts- 
linien haben ($. 51, IIl.), diejenigen zwei entsprechen- 
den Ebenen aber, welche die unendlich entfernte Ge- 
rade e der andern Schaar zur Durchschnittslinie haben, 
also die Ebenen &, &,, müssen nothwendiger Weise pa- 
rallel sein, und da dies die einzige Eigenthümlichkeit 
ist, wodurch sich in diesem Falle die zwei Ebenenbi- 
schel auszeichnen, so ist klar, dafs umgekehrt, wenn 
irgend zwei projectivische Ebenenbüschel A, A, sich 
in solcher schiefer Lage befinden, wo irgend zwei ent- 
sprechende Ebenen parallel sind, alsdann alle oben 
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angegebenen Umstände und Eigenschaften statt finden 
müssen. | 

Unter diesen besondern Umständen heifst die krumme 
Fläche nicht mehr einfaches Hyperboloid, sondern „hy- 
perbolisches Paraboloid.” Aus der obigen Be- 
trachtung folgen nachstehende Eigenschaften und Erzeu- 
gungsarten des hyperbolischen Paraboloids. 

1) „Das hyperbolische Paraboloid hat un- 
ter andern folgende wesentliche Eigenschaf- 
ten: a) es enthält zwei Schaaren Gerader A,A,, 
AA a Fa AR ER BE die einander projec- 
tivisch ähnlich schneiden; auch sind die Ge- 
raden jeder Schaar paarweise projectivisch 
gleich, so dafs jede Gerade einer bestimmten 
andern Geraden projectivisch gleich ist; zwei 
Gerade A, a, aus jeder Schaar eine, machen 
hierin eine Ausnahme, d.h., sie haben nicht 
ihres Gleichen; b) zwei andere Gerade A,, e, 
aus jeder Schaar eine, sind unendlich entfernt; 
ec) durch jede Schaar Geraden geht einSystem 
Parallelebenen, welche nach der unendlich 
entfernten Geraden der andern Schaar gerich- 
tet, und welche daher Asymptotenebenen sind, 
so dafs esalso zweiSysteme parallelerAsymp- 
totenebenen 8, &, &, -.. a han Ni hat; 
d) jede Schaar Gerader sind den;Asymptoten- 
ebenen, welche durch die andere Schaar ge- 
hen, parallel und sie umfassen genau alleRich- 
tungen dieser Ebenen, so dafs die Strahlen 
eines Strahlbüschels in einer dieser Ebenen, 
genau die Richtungen aller jenerGeraden dar- 
stellen, d. h., jederStrahl ist einer bestimmten 
Geraden parallel, und auch umgekehrt; e) je- 
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der solche Strahlbüschel, dessen Strahlen mit 
der einen Schaar Gerader parallel sind, ist 
mit den Geraden der andern Schaar projecti- 
visch (wobei nämlich jeder Punkt, in welchem 
eine dieser Geraden von einer von jenen Ge- 
raden geschnitten wird, demjenigen Strahl des 
Strahlbüschels entspricht, welcher der letz- 
tern Geraden parallel ist); f) jedes Paar pro- 
jectivisch gleicher Gerade (a) aus der einen 
Schaar, sindzu den Asymptotenebenen, welche 
durch die andere Schaar gehen, unter gleichen 
Winkeln geneigt, und auch umgekehrt; g) jene 
zwei besondern Geraden A, a, die mit keiner 
andern projectivisch gleich sind, sind der 
Richtung nach zu den Durchschnittslinien der 
zwei Systeme Asymptotenebenen rechtwink- 
lig, so dafs also ihre Ebene (aA) zu allen 
Asymptotenebenen und zu derenDurchschnitts- 
linien rechtwinklig ist; ihr Durchschnittspunkt 

A heifst Scheitel und die Durchschnittslinie 
_X.der durch sie gehenden Asymptotenebenen 
&, &n heifst Axe, ihre Ebene (aA), die Berüh- 
rungsebene im Scheitel, ist die einzige Be- 
 rührungsebene, die auf der Axe X rechtwink- 
lig steht; b) endlich wird es (das Paraboloid) 
von einer beliebigen Ebene E imAllgemeinen 
in einer Hyperbel geschnitten, deren Asymp- 
toten den Durchschnittslinien, in welchen die- 
: selbe die zwei Systeme Asymptotenebenen 
schneidet, und daher auch irgend zwei Gera- 
den, die zu den zwei Schaaren Gerader (a) ge- 
hören, parallel sind, und nur in dem beson- 
dern Falle, wo die schneidende Ebene E der 
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Axe X parallel ist, wird es in einer Parabel 
geschnitten” *). 


2) „Das hyperbolische Paraboloid ist un- 


ter andern in folgenden Fällen bestimmt und 
wird auf die dabei bemerkten Arten erzeugt: 
a) durch irgend zwei projectivisch ähnliche 


b) 


oder gleiche Gerade A, A,, die im Raume 
beliebig schief liegen; nämlich die Gera- 
den gehören zu der einen Schaar und 
ihre Projectionsstrahlen sind die sämmt- 
liche andere Schaar Gerader; 

durch zwei beliebige projectivische Ebe- 
nenbüschel A, A,, die im Raume schief 
liegen, aber so, dafs irgend zwei ent- 
sprechende Ebenen parallel sind; näm- 
lich die Axen der Ebenenbüschel gehö- 
ren zu der einen Schaar, und die Durch- 
schnittslinien ihrer entsprechenden Ebe- 
nen sind die andere Schaar Gerader; 


c) durch zwei projectivischeEbenenbüschel, 


wovon der eine aus einem System Paral- 
lelebenen besteht, also eine unendlich 
entfernte Axe (A, oder e) hat, und wenn 
die Axe des andern jene Ebenen schnei- 
det; nämlich ihre Axen gehören zu der 
einen Schaar und die Durchschnittslinien 
ihrer entsprechenden Ebenen sinddie an- 
dere Schaar Gerader, undıdie Parallel- 
ebenen 


*) Das sogenannte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im 
zweiten Bande S. 238 seiner Sammlung geom. Aufgaben be- 
trachtet, ist, wie man bemerken wird, ein begrenzter Theil eines 
hyperbolischen Paraboloids, und die daselbst bewiesenen Eigen- 
schaften folgen unmittelbar aus den hier oben stehenden, 
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ebenen sind das eineSystem Asymptoten- 
ebenen; | 

durch irgend drei Gerade A, A,, A,, die 
mit irgend einer Ebene x parallel sind, 
aber wovon keine zwei in einer Ebene 
liegen; nämlich die Ebene s;ist eine Asymp- 
totenebene, und die Geraden gehören zu 
der einen Schaar und alle sie schneiden- 
den Geraden sind die andere Schaar Ge- 
rader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dafs sie stets jene drei schneidet, 
beschreibt die andere Schaar Gerader, 
und somit die vorgenannte Fläche; 


e) durch irgend zwei beliebige Gerade A, 


d) 


A, im Raume und durch eine beliebige, 
sie schneidende, Ebene &, welche als 
Asymptotenebene angenommen wird; 
nämlich die Geraden gehören zu der ei- 
nen Schaar, und alle Geraden, welche die- 
selben schneiden und mit der Ebene 
parallel sind, sind die andere Schaar Ge- 
rader, oder eine Gerade a, die sich so 
bewegt, dafs sie stets jene zwei schnei- 
det und beständig mit der Ebene parallel 
ist, beschreibt die genannte Fläche; 

durch irgend eine Gerade A und irgend 
einen ebenen Strahlbüschel «. die pro- 
jectivisch sind, und so liegen, dafs jene 
nicht mit der Ebene des letzteren paral- 
lel ist; nämlich die Ebene des Strahlbü- 
schels ist eine Asymptotenebene, und die 
Gerade gehört zu der einen Schaar und 
diejenigenGeraden die sie schneiden, und 
wovon jede demjenigen Strahl des Strahl- 

14 
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büschels parallel ist, welcher ihrem 
Durchschnittspunkte entspricht, sind die 
andere Schaar Gerader, oder eine Gerade 
a, die sich so bewegt, dafs sie stets jene 
Gerade A schneidet und in jedem Augen- 
blick dem ihrem Durchschnittspunkt ent- 
sprechenden Strahl des Strahlbüschels 
parallel ist, beschreibt die genannte 
Fläche” *). 

Die Zahl dieser Fälle läfst sich leicht vermehren, 
z. B. dadurch, dafs auch die Hyperbel und Parabel (1,h.) 
als bestimmende Elemente angenommen werden **). 

I. Vom hyperbolischen Paraboloid findet ein be- 
sonderer Fall statt, der sich zum allgemeinen Falle ähn- 
lich verhält, wie die gleichseitige Hyperbel zur beliebi- 
gen, nämlich derjenige Fall, wo die zwei Systeme 
Asymptotenebenen zu einander rechtwinklig sind. 
Haben A, a die ihnen bei der obigeu Betrachtung (I.) 
beigelegte Eigenschaft, dafs sie zu der Durchschnitts- 
linie X der Asymptotenebenen g, «„, rechtwinklig sind, 
so wird also im erwähnten besondern Falle sowohl A 


*) Bei dem Grenzfalle, wo die gegebene Gerade A der Ebene 
des Strahlbüschels «„ parallel wird (sie in einem unendlich ent- 
fernten Punkte schneidet), tritt an die Stelle der genannten krum- 
men Fläche, die Parabel, d. h., die auf die angegebene Art be- 
stimmten Geraden (zweite Schaar Gerader), nebst der gegebe- 
nen Geraden A, sind die gesammten Tangenten einer Parabel, 
deren Ebene mit der Ebene des Strahlbüschels parallel ist. 


**) Das synthetische Hauptmerkmal, wodurch sich die gegen- 
wärtige Fläche vom einfachen Hyperboloid unterscheidet, besteht 
nämlich darin, dafs sie zwei unendlich entfernte Gerade enthält; 
sobald daher aus irgend welchen Gründen folgt, dafs die erzeugte 
krummeFläche eine (oder zwei) unendlich entfernte Gerade hat, so 
ist daraus zu schliefsen, dals sie nicht mehr das allgemeine ein- 
fache Hyperboloid, sondern die oben genannte Fläche ist. 
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zu der Ebene «., als a zu derEbene & senkrecht sein, 

und daher wird A zu allen Geraden chend... N 

und a zu allen Geraden A, A,, Ar A Ai, senk- 

recht sein, weil diese Schaaren Gerader jenen Ebe- 
nen &n, € parallel sind. Wird die krumme Fläche unter 
diesen Umständen „gleichseitiges hyperbolisches 

Paraboloid” genannt, so folgen also für sie nachstehen- 

de besondere Eigenschaften und Erzeugungsarten (I, 1.): 

1) „Beim gleichseitigen hyperpolischen 
Paraboloid sind a) die zwei Systeme Asymp- 
totenebenen zu einander rechtwinklig; b) eine 
bestimmte Gerade aus jeder Schaar Gerader 
ist zuallen Geraden der andern Schaar (und 
zu den durch diese gehenden Asymptoten- 
ebenen) rechtwinklig.” Und umgekehrt: 

2) „Wenn bei einem hyperbolischen Para- 
boloid eine Gerade aus der einen Schaar zu 
irgend zwei Geraden der andern Schaar, oder 
zu einer Asymptotenebene, rechtwinklig ist, 
so ist es ein gleichseitiges.” | 

3) „Das gleichseitige hyperbolische Para- 
boloid wird bestimmt und erzeugt: 

a) durch irgend zwei projectivisch ähnliche 
Gerade, sobald sie im Raume in solche 
schiefe Lage gebracht werden, dafs beide 
zuirgend einem und demselben Projec- 
tionsstrahl rechtwinklig sind; 

b) durch irgend zwei projectivische Ebenen- 
büschel, sobald sie in solche schiefe La- 
ge gebracht werden, dafs von den zwei 
entsprechenden Ebenenpaaren, welche 
die entsprechenden rechten Winkel ein- 
schliefsen ($. 30, VI.), das eine oder an- 
dere Paar parallel ist; nämlich die Durch- 
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sehnittslinie des anderen Paars ist als- 
dann eine der genanntenGeraden A,a; 


c) durch zwei projectivischeEbenenbüschel, 


wovon der eine aus Parallelebenen be- 
steht, auf welchen die Axe des anderen 


senkrecht steht; nämlich diese Axe ist 


d) 


e) 


alsdann eine der genannten Geraden A,a; 
1) durch irgend drei Gerade A,, A, As; wo- 
von keine zwei in einer Ebene liegen, 
aber die irgendeinevierte Gerade a recht- 
winklig schneiden; oder: 2) durch irgend 
zwei Gerade, die nicht in einer Ebene 
liegen, wenn sie als zu einer Schaar Ge- 
rader, und zwar die eine als eine der ge- 
nannten besonderen Geraden A, a, ange- 
sehen werden; nämlich eine dritte Gerade, 
die sich so bewegt, dafs sie stets jene 
zwei gegebenen festen Geraden scheidet, 
und zwar zu der einen stets rechtwinklig 
ist, beschreibt die genannte Fläche; 

durch irgend zwei Gerade, die nicht in 
einer Ebene liegen, und irgend eine Ebe- 
ne, welche durch eine solche dritte Ge- 
rade geht, die der Richtung nach zu je- 
nen zweiGeraden rechtwinklig ist (sie kann ° 
diese auch schneiden), wenn jene zwei Gera- 
den als einer Schaar angehörend und die 
Ebene als Asymptotenebene angesehen 
wird; nämlich alsdann wird eine Gerade, 
die sich so bewegt, dafs sie stets jene 
zwei festen Geraden schneidet und be- 
ständig jener festen Ebene parallel bleibt; 
die genannte Fläche beschreiben; (die 
Asymptotenebene kann übrigens auch unter fol- 
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genden Bedingungen gegeben werden, als: welche 
auf irgend einer anderen Ebene, die den beiden 
Geraden parallel ist, rechtwinklig steht; oder 
welche solche Lage hat, dafs die Ebenen der 
Neigungswinkel, welche die zwei Geraden mit 
ihr bilden, parallel sind); 

f) durch eine Gerade (A) und einen ebenen 
Strahlbüschel («.), die projectivisch sind, 
und erstere auf der Ebene des letzteren 
senkrecht steht, und wenn die Gerade 
als der einen Schaar Gerader angehörend 
und die Strahlen des Strahlbüschels als 
der anderen Schaar Gerader parallel an- 
genommen werden; nämlich alsdann wird 
cine Gerade, die sich so bewegt, dafs sie 
stets die gegebene feste Gerade schnei- 
det und in jedem Augenblick demjenigen 
Strahl des Strahlbüschels parallel ist, 
welcher ihremDurchschnittspunkt (inAn- 
sehung der projectivischen Beziehung) 
entspricht, die oben genannte Fläche be- 
schreiben.” 

53. Andere besondere Fälle ($. 52.), wobei in 
Hinsicht der Erzeugungsart, der Gestalt und der Eigen- 
schaften der durch projectivische Gebilde erzeugten 
krummen Flächen eigenthümliche Umstände statt finden, 
sind folgende: f 

I. Zunächst mögen einige Eigenschaften, deren 
Richtigkeit sich aus den ersten Elementen der Geome- 
trie ergiebt, vorangeschickt werden. Wenn man näm- 
lich in einer Ebene zwei beliebige Strahlbüschel B, B, 
betrachtet, so findet man, dafs auf jedem Strahl des 
einen ein bestimmter Strahl des andern rechtwinklig 
steht; angenommen es scien die Strahlen a,b, c, d;..... 
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des Strahlbüschels B nach der Reihe zu den Strahlen 
ayıby, cd. des Strahlbüschels B, rechtwinklig. 
Die Durchschnittspunkte der zu einander rechtwinkli- 
gen Strahlenpaare liegen in einer Kreislinie, welche 
die Gerade BB,, die die Mittelpunkte der Strahlbüschel 
verbindet, zum Durchmesser hat. Daher sind die Strahl- 
büschel in Ansehung der zu einander rechtwinkligen 
Strahlenpaare projectivisch ($. 38, III). Also: 

„Irgend zwei ebene Strahlbüschel B, B,, 
die in einer Ebene liegen, sind in Anscehung 
der zu einander rechtwinkligen Strahlen a, b, 
cadisk), nnd ars chin da projectivisch, 
und erzeugen einen Kreis, in welchem ihre 
Mittelpunkte die Endpunkte eines Durchmes- 
sers sind” *). 

Mittelst dieses einfachen Satzes läfst sich nun leicht 
zeigen, dafs bei zwei ebenen Strahlbüscheln B, B, die 
in einem Strahlbüschel D liegen, und bei zwei Ebenen- 
büscheln A, A, die im Raume oder in einem Strahl- 
büschel D beliebig liegen, ähnliche Sätze statt finden, 
aus denen sich mehrere merkwürdige Folgerungen zie- 
hen lassen. 

II. Man denke sich zwei Ebenenbüschel A, A,, 
deren Axen beliebige gegenseitige Lage haben (nur 


*) Die bekannte Umkehrung dieses Satzes heilst: 
„Bewegtsich ein rechter Winkel (aa,) in einer Ebe- 

ne so, dafs seine Schenkel a, a, stets durch irgend 
zwei feste Punkte B, B, gehen, so durchläuft sein 
Scheitel (aa,) eine Kreislinie, welche den Abstand 
der festen Punkte von einander zum Durchmesser 
hat.” 

Dieser und der obige Satz sind übrigens nur besondere Fälle 
von denjenigen Sätzen, die man unter den gleichen Bedingungen 
erhält, wenn anstatt des rechten Winkels, irgend ein anderer be- 
stimmter Winkel angenommen wird. 
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nicht der Richtung nach zu einander rechtwinklig sind), 
so wird auf jeder Ebene des einen Ebenenbüschels ir- 
gend eine bestimmte Ebene des andern rechtwinklig 
sein, so dafs also ihre Ebenen paarweise zu einander 
rechtwinklig sind. Angenommen es seien die Ebenen 
17 El = PORT RRRNORR des Ebenenbüschels A nach der Reihe 
zu den Ebenen &aı, Pi, Yıs I1r +... des Ebenenbüschels 
A, rechtwinklig, und, die Durchschnittslinien der zu 
einander rechtwinkligen Ebenenpaare heifsen nach der 
Beiheiascih; ac, 4des 8, Man denke sich ferner ir- 
gend eine Ebene E, welche zu der Axe des einen Ebe- 
nenbüschels, etwa zu A, rechtwinklig ist, so wird die- 
selbe die Ebenenbüschel A, A, in zwei ebenen Strahl- 
büscheln B, B, schneiden, deren Mittelpunkte B, B, 
nänlich in den Axen A, A,, und deren Strahlen a, b, 


ee wach nn in den Ebenen «, f, 75 »..-- { 
und liegen ($. 27, IL), und cs wird die 
Ebene E zu allen Ebenen «, ß, 7, --..- rechtwinklig 


sein, weil sie es zu der Axe A ist. Sodann ist klar, 
dafs, da z. B. die Ebenen E, «, beide zu der Ebene 
«@ rechtwinklig sind, auch ihre Durchschnittslinie a, zu 
derselben rechtwinklig ist, und dafs diese somit auch 
zu der Geraden a senkrecht ist, weil letztere in der 
Ebene « liegt; und da aus gleichen Gründen folgt, dafs 
je zwei gleichnamige Strahlen der Strablbüschel B, B,, 
also b und b,, c und c,, d und d,, u. S. w. zu einan- 
der rechtwinklig sind, so geht also daraus hervor: 
a) dafs die Durchschnittspunkte aller dieser Strahlen- 
paare in einer Kreislinie liegen, welche die Gerade 
BB,, die die Mittelpunkte der Strahlbüschel B, B, ver- 
bindet, zum Durchmesser hat (1.); woraus denn weiter 
folgt, b) dafs die Strahlbüschel B, B,, in Ansehung 
jener Strahlenpaare, projectivisch sind, und c) dafs al- 
so auch die Ebenenbüschel A, A, in Ansehung ihrer 
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zu einander rechtwinkligen Ebenenpaare & und «,, 
ß und A, y und yı, u. s. w. projectivisch sind (weil 
sie mit jenen Strahlbüscheln B,B, perspectivisch sind), 
und dafs sie daher d) im-Allgemeinen ein besonderes 
einfaches Hyperboloid ($. 51, IV, 1.), oder e) wenn 
ihre Axen einander schneiden, einen besonderen Kegel 
zweiten Grades ($. 38, II.) erzeugen, welches oder 
welcher von der Ebene E in dem genannten Kreise 
(a) geschnitten wird, dessen Durchmesser BB, zu der 
Axc A senkrecht ist (weil diese zu E es ist), so dafs 
also f) dieser Durchmesser BB, ein gleichseitiges hyper- 
bolisches Paraboloid beschreibt ($. 52, II, 3, d, 2,), wenn 
die EbeneEE sich selbst parallel fortbewegt wird. End- 
lich folgt noch, g) dafs der Ebenenbüschel A und der 
ebene Strahlbüschel B,, in Ansehung ihrer zu einan- 
der senkrechten Elementenpaare @ und a,, fund b,, y 

und c,, u. 5. w. projectivisch sind, weil beide es mit 
dem ebenen Strahlbüschel B sind; oder man kann of- 
fenbar umgekehrt behaupten, dafs, wenn man aus ir- 


gend einem Punkt B, Lothe a,, bı, cı, ..... auf die 
Ebenen &, #, %,.:...- ‘eines beliebigen Ebenenbüschels 


A fället, alsdann alle Lothe einen ebenen Strahlbüschel 
B, bilden, dessen Ebene E (oder B,) zu der Axe A 
des Ebenenbüschels senkrecht ist, und der mit diesem 
Ebenenbüschel, in Ansehung ihrer zu einander recht- 
winkligen Elementenpaare, projectivisch ist, und zwar 
dergestalt, dafs je zwei entsprechende Winkel, wie 
etwa (ab) und (ef), d. h., der Winkel irgend zweier 
Strahlen a, b und der Winkel ihrer entsprechenden 
Ebenen «, f, gleich sind oder zusammen zwei Rechte 
betragen. Es ist ferner Folgendes zu bemerken. bh) Fäl- 

let man aus einem beliebigen Punkte D Lothe a, b 
CR A En N RE auf die Ebenen «&, ß, y, 
a der Ebenenbüschel A, A,, so bilden 
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dieselben zwei ebene Strahlbüschel ®, B,, die bezich- 
lich mit den Ebenenbüscheln A, A, projectivisch sind 
(2), sie sind folglich auch unter sich projectivisch, und 
zwar dergestalt, dafs je zwei entsprechende Strahlen, 
wie etwa a und a,, zu einander rechtwinklig sind, weil 
diese nämlich Lothe auf Ebenen & und «, sind, welche 
aufeinander senkrecht stehen (g); also werden die Strahl- 
büschel ®, ®ı im Allgemeinen einen Kegel zweiten 
Grades erzeugen. (Dasselbe folgt auch dadurch, dafs 
im Falle die Axen A, A, sich schneiden (e), man an- 
nimmt die oben genannte Ebene E gehe durch ihren 
Durchschnittspunkt, welcher D heilsen mag, stehe auf 
der Axe A senkrecht und schneide den anderen Ebe- 
nenbüschel A, in einem Strahlbüschel B,, so dafs also 
die Strahlen a, zB, C,.%.. des letzteren immerhin, wie 
bei der obigen Betrachtung, zu den Ebenen «, Pf, 7..... 
des Ebenenbüschels A. senkrecht sind, und dafs man 
sich ferner durch den Punkt D eine beliebige andere 
. Ebene denkt, die den Ebenenbüschel A in einem ebe- 
nen Strahlbüschel B schneidet, so werden alsdann die 
Strahlen a,b, ec, .... des letzteren zu den Strahlen 
a des Strahlbüschels B, rechtwinklig sein, 
und es werden beide Strahlbüschel B, B,, in Ansehung 
ihrer zu einander rechtwinkligen Strahlenpaare, projec- 
tivisch sein, weil sie es mit den Ebenenbüscheln A,A, 
sind ($. 30, V.), und folglich werden sie einen Kegel 
zweiten Grades erzeugen). i) Werden die Strahlbü- 
schel B, DB, (h.) durch zwei beliebige Gerade 4, Aı 
geschnitten, so werden diese, in Ansehung der Punkte 
WB NEN a PR Se ‚in welchen sie von den 
Strahlen a,'bj ‘ec, ...\, ; ar, Di GC, ..... der Strahlbüschel 
getroffen werden, projectivisch sein (weil letztere un- 
ter sich es sind), so dafs also je zwei entsprechende 
Punkte derselben, wie etwa a und a,, von dem Punkte 
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D aus unter einem rechten Winkel (aa,) gesehen wer- 
den, und so dafs, im Falle die Geraden nicht in einer 
Ebenen liegen, sie ein einfaches Hyperboloid ($. 51, 
IV, 1), und im Falle, wo sie in einer Ebene liegen, 
einen Kegelschnitt erzeugen. 

Aus dieser Betrachtung flielst nachstehende Reihe 
von Sätzen. 

1) „wei Ebenenbüschel A, A,, deren Axen 
nicht in einer Ebene liegen, sind in Ansehung 
ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenenpaare 
«@ und «@,, £ und f,, x und yı u. s. w., projecti- 
visch (c.) und erzeugen also ein besonderes 
einfaches Hyperboloid, welches von jeder 
Ebene, die zu der Axe des einen oder andern 
Ebenenbüschels senkrecht ist, in cinemKreise 
geschnitten wird, von welchem die Endpunkte 
eines Durchmessers in jenen Axen liegen, und 
wo alle solche Durchmesser, bei dem einen 
oder anderen System von Kreisen, in einem 
gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid lie- 


gen.” Oder: 
2) „Drehen sich die Seitenflächen«, a, ei- 


nes rechten Flächenwinkels (e««,) um irgend 
zwei feste Gerade (Axen) A, A,, die nicht in 
einer Ebene liegen, so beschreibt die Kante 
as desselben ein besonderes einfaches Hyper- 
boloid, welches durch die zwei festen Gera- 
den geht, und aufserdem die Eigenschaft hat, 
dafs es von jeder Ebene E, die zu der einen 
oder andern Geraden senkrecht ist, in einem 
Kreise geschnitten wird, und dals die End- 
punkte eines Durchmessers dieses Kreises 
in jenen Geraden liegen, und dafs alle solche 
Durchmesser des einen oder andern Systems 
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von Kreisen, für sich genommen, 
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in einem 


gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid 


liegen” *). 


3) „Zwei ebene Strahl- 
büschel B,B,, die in einem 
StrahlbüschelD liegen (h.), 
sind in Ansehung ihrer zu 
einander rechtwinkligen 
Strahlenpaare projectivisch 
und erzeugen also einen be- 
sondern Kegel zweitenGra- 
des, dessen Mittelpunkt in 
D liegt, und der die Ebe- 
nen derStrahlbüschel B,B, 
in denjenigen Strahlen be- 
rührt, welche zu ihrer 
Durchschnitislinie senk- 
recht sind, in der offenbar 
die ihnen entsprechenden 
Strahlen vereinigt sein 
müssen ($. 38, II)” 


3)„ZweiEbenenbüschelA, 
A,, die in einem Strahlbü- 
schel D liegen, sind in An- 
sehung ihrer zu einander 
rechtwinkligen Ebenen- 
paare projectivisch, und 
erzeugen also einen beson- 
deren Kegel zweiten Gra- 
des, dessen Mittelpunktin 
D liegt, und welcher von 
jeder Ebene E, die zu der 
Axedes einen oderanderen 
Ebenenbüschels senkrecht 
ist, in einem Kreise ge- 
schnitten wird, von wel- 
chem die Endpunkte eines 
Durchmessers jedesmal in 
jenen zwei Axen liegen.” 


Oder: 


4) „Dreht sich ein rech- 
ter Winkel (aa,) so um sei- 
nen festenScheitelpunktD, 
der in der Durchschnitts- 
linie irgend zweier festen 
Ebenen B, B, liegt, dals 
sich seine Schenkel a, a, 
stets in diesen Ebenen be- 
finden, so berührt seine 
Ebene beständig einen be- 
stimmten besonderen Ke- 
gel zweiten Grades, dessen 
Mittelpunkt jener feste 


4) „Bewegt sich ein rech- 
ter Flächenwinkel (««, )so, 
dals seineEbenen «,«, stets 
durch irgend zwei feste, 
sich in einem Punkte D 
schneidende, Gerade A, A, 
sehen, so beschreibt seine 
Kante einen bestimmten be- 
sonderen Kegel zweiten 
Grades, dessenMittelpunkt 
jener Durchschnittspunkt 
D ist, und welcher von je- 


der Ebene E, die zu der 


*) Den ersten Theil dieses Satzes hat Binet zuerst bewiesen, 


im zweiten Bande S. 71. der Correspondance sur l’Ecole imperiale 
Polytechnique. Als ich im Journal für Mathematik Il. Bd. den 
Satz zum beweisen vorlegte, sind durch ein Versehen einige Ei- 
genschaften weggelassen worden. 
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Scheitel D ist, und wel- 
cher die zwei festen Ebe- 
nen in denjenigen Gera- 
den berührt, die zu ihrer 
gegenseiligenDurchschnitlts- 
linie senkrecht sind.” 
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einen oder anderen jener 
festen Geraden senkrecht 
ist, in einem Kreise ge- 
schnitten wird, von wel- 
chem die Endpunkte eines 
Durchmessers in diesen 
Geraden liegen” *). 


. Oder die letzteren Sätze (3.) und (4.) lassen sich, 
zufolge ($. 34. u. &. 48.), wie folgt in sphärische Sätze 


übertragen: 


5) „Irgend zwei Haupt- 
kreise H, H, einer Kugel- 
fläche sind in Ansehung ih- 
rer Punktenpaare, die um 
einen Quadranten von ein- 
ander entfernt sind, pro- 
jeetivisch, und erzeugen 
also einen besondern sphä- 
rischen Kegelschnitt, der 
jene Hauptkreise in denje- 
nigenPunkten berührt, wel- 
che um einen Quadranten 


von ihren gegenseitigen 


5) „Irgend zwei Strahlbü- 
schel 8, ®, auf einer Ku- 
gelfläche sind in Ansehung 
ihrer zu einander recht- 
winkligen Strahlenpaare 
projeetivisch, und erzeu- 
gen also einen besondern 
sphärischen Kegelschnitt, 
der durch die Mittelpunkte 
9, 8, der Strahlbüschel 
seht, und dessen Tangen- 
ten in diesen Punkten zu 
dem durch diese gehenden 


Durchschnittspunkten ab- Hauptkreise BB, recht- 
stehen.” winklig sind.” 
Oder: 


6).„Bewegt sich ein Qua- 
drant aa, auf einer Kugel- 
fläche so, dafs seine End- 
punkte A, A, stets in irgend 
zwei festen Hauptkreisen 
H, DH, liegen, so berührt er 
beständig einen bestimm- 
ten sphärischen Kegel- 
schnitt, der auch die festen 
Hauptkreise berührt, und 
zwar in denjenigen Punk- 
ten, welche in der Mitte 


6) „Bewegt sich ein sphä- 
rischer rechter Winkel (aa,) 
so, dafs seine Schenkel a, 
a, stets durch irgend zwei 
feste Punkte 9, 8, gehen, 
so durchläuft sein Scheitel- 
punkt (aa,) einen bestimm- 


ten sphärischen Kegel- 
schnitt, der durch die fe- 


sten Punkte geht und des- 
sen Tangenten in diesen 
Punkten auf dem durch die- 


*) Diesen Satz scheint Hachette zuerst bewiesen zu haben, 
Correspondance sur Ecole Polytechnique tom. I, p. 179. 
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zwischen ihren gegenseiti- 
sen Durchschittspunkten 
liegen.” Oder: „Ist derWin- 
kel an der Spitze eines 
sphärischen Dreiecks der 
Gröfse und Lage nach gege- 
ben, und ist die Grundli- 
nie desselben einQuadrant, 
so berührt diese in allen 
ihren verschiedenen Lagen 
stetseinenbestimmten sphä- 
rischen Kegelschnitt, der 


die Schenkel des festen 
Winkels in denjenigen 
Punkten berührt, welche 


vom Scheitel des Winkels 
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selben gehenden Haupt 
kreisesenkrecht sind.” Oder: 
„Ist die Grundlinie eines 
sphärischen Dreiecks der 
Grölse und Lage nach gege- 
ben, und ist der Winkelan 
der Spitze desselben ein 
rechter, so ist der Ort die- 
ser Spitze ein bestimmter 
sphärischer Kegelschnitt, 
welcher durch die End: 
punkte der festen Grund- 
linie geht, und dessen Tan- 
genten in diesen Punkten 
zu derGrundlinie senkrecht 
sind.” 


um den Quadranten entfernt 
sind.” 


Es folgt weiter (i.). 

7) „Irgend zwei Gerade 4, X, im Raume 
sind in Ansehung ihrer Punktenpaare, welche 
von irgend einem beliebigen Punkte D aus 
unter rechten Winkeln gesehen werden, d.h, 
nach welchen von diesem Punkte aus Strahlen- 
paare geben, die zu einander rechtwinklig 
sind, projectivisch, so dafs die Schaar Gera- 
der, welche jene Punktenpaare verbinden, in 
einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafs 
die Ebenen aller jener rechten Winkel einen 
Kegel zweiten Grades berühren, dessenMittel- 
punkt in dem genannten Punkte D liegt ($. 50.)” 
Oder: | 

8) „Bewegt sich ein rechter Winkel (aa,) 
so um seinen Scheitel, der in irgend einem fe- 
sten Punkte D liegt, dafs seine Schenkela, a, 
stets irgend zwei feste Gerade X, U,, die nicht 
in einerEbene liegen, schneiden; so beschreibt 
die Gerade, welche durch die jedesmaligen 


ee, 
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beiden Durchschnittspunkte geht, ein einfa- 


ches Hyperboloid, in welchem auch die zwei 
festen Geraden liegen, und so berührt die 
Ebene des bewegten Winkels stets einen be- 
stimmten Kegel zweiten Grades, dessen Mit- 
telpunkt jener feste Punkt D ist, und welcher 
auch von den zwei festen Geraden X, X, be- 
rührt wird” *). 

9) „Wenn bei den beiden letzten Sätzen 
(7. und 8.) alle Bedingungen dieselben bleiben, 


*) Poncelet hat diesen Satz zuerst bekannt gemacht, in einem 
Memoire, welches er der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
vorlegte. Er folgerte ihn aus dem obigen Satze von Binet (2.). 
Die Sätze (7. und 8.) sind nämlich, auch zufolge der gegenwärti- 
gen Entwickelung, als Gegensätze der Sätze (1. und 2.) anzusehen, 
und hätten als solche neben diese gestellt werden können. So 
liefsen sich z. B. die Sätze (2. und 8.), einander entgegengesetzt, 


wie folgt aussprechen: 


„Bewegt sich ein recht- 
winkliger dreiflächiger 
Körperwinkel «a«,E so, dafs 
die Hypotenusen-Fläche E 
stetsin einer festenEbeneE 
bleibt, während die zwei 
übrigenSeitenflächen «,e, 
sich um irgend zwei feste 
Gerade A,A, drehen, so be- 
schreibt die Kante a, des 
rechten Winkels (««,) ein 
einfaches Hyperboloid, in 
welchem auch die zwei fe- 
stenGeradenA,A, liegen,und 
so durchläuft der Scheitel 
des Körperwinkels einen 
bestimmten Kegelschnitt, 
nämlich den gegenseitigen 
Durchschnitt der festen 
Ebene E und des Hyper- 
boloids.” 


„Bewegt sich ein verän- 
derliches rechtwinkliges 
Dreieck an,D so, dafs der 
Scheitel D des rechten 
Winkels stetsin einem fe- 
sten Punkte D bleibt, wäh- 
rend diezweiübrigenEcken 
a,a, sich längs irgend zwei 
festen Geraden U, X, fort- 
bewegen,so beschreibt die 
Hypotenuse aa, ein einfa- 
ches Hyperboloid, in wel- 
chem auch die zwei festen 
Geraden X, X, liegen, und 
so bewegt sich die Ebene 
des Dreiecks als Berüh- 
rungsebene eines bestimm- 
ten Kegels zweiten Grades, 
nämlich des Berührungske- 
gels aus dem Punkte Dan 
das Hyperboloid.” 
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nur dafs die gegebenen festen Geraden A, 4, 
in einer Ebene E liegen sollen, so bleiben 
auch die Folgerungen die nämlichen, aufser 
dafs alsdann an die Stelle des einfachen Hy- 
perboloids irgend ein Kegelschnitt tritt, der 
durch die Geraden erzeugt wird, alsoin ihrer _ 
Ebene liegt, und durch welchen der genannte 
Kegel D geht” „Und wenn ferner insbeson- 
dere der festePunkt Dso liegt, dafs der Strahl, 
welcher ihn mit dem Durchschnittspunkte der 
festen Geraden U, Yı verbindet, zu den bei- 
den letzteren senkrecht ist, so ist alsdann der 
genannte Kegelschnitt eine Hyperbel, welche 
die Geraden X, YUı zu Asymptoten hat.” Die 
Richtigkeit des letzten Falles folgt, wie man leicht be- 
merken wird, daraus, dafs die unendlich entfernten 
Punkte der Geraden 4, X, offenbar den in ihrem ge- 
genseitigen Durchschnitte vereinigten Punkten entspre- 
chen ($. 40, I.). Auch kann dieser Fall dadurch 
aus dem obigen Salze (4, links) gefolgert werden, dafs 
man die dort genannten Ebenen B, B, durch eine 
solche dritte Ebene E schneidet, welche zu ihrer 
Durchschnittslinie senkrecht ist, und welche mithin mit 
denjenigen beiden Strahlen, in welchen jene Ebenen 
von dem daselbst genannten Kegel D berührt werden, 
parallel ist ($. 36, IIl.). 

10) „Steht die Axe eines Ebenenbüschels 
A auf der Ebene eines ebenen Strahlbüschels 
B, senkrecht, so sind beide Gebilde in Anse- 
hung ihrer zu einander rechtwinkligen Ele- 
mentenpaare projectivisch (g.)und erzeugen ei- 
nen Kreis. welcher in der Ebene des Strahl- 
büschels liegt, und den Abstand des Punktes 
B, in welchem jene Axe A diese Ebene trifft, 
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vom Mittelpunkte B, des Strahlbüschels, zum 
Durchmesser hat.” 

Da durch drei Paar entsprechende Elemente die 
projectivische Beziehung zweier Gebilde bestimmt ist, 
so folgen aus den obigen Sätzen (1, 3, 5, 7 und 10.), 
durch Umkehrung, die nachstehenden: 

11) a) „Sobald bei zwei projectivischen Ge- 
bilden — seien es 1) zwei Ebenenbüschel A, 
A,, deren Axen in einer Ebene liegen mögen 
(3.) oder nicht (l.); oder 2) zwei ebene Strahbl- 
büschel B, B, diein einer Ebene E (l.) oder in 
einemStrahlbüschelD (3.) liegen; oder 3) zwei 
sphärischeHauptkreise H,H, (5.); oder 4) zwei 
sphärische Strahlbüschel ®, 9, (5.); oder end- 
lich 5) ein Ebenenbüschel A und ein ebener 
Strahlbüschel B, (10.) — irgend drei entspre- 
chende Elementenpaare zu einander reckt- 
winklig sind, so sind je zwei der übrigen ent- 
sprechenden Elemente ebenfalls zu einander 
rechtwinklig;” und b) „Sobald bei zwei projec- 
tivischen Geraden Ql, X, (7.) irgend drei Paar 
entsprechende Punkte von irgend einemPunk- 
teD aus unter rechten Winkeln gesehen wer- 
den, so findet für jedes der übrigen Paare 
entsprechender Punkte ein Gleiches statt.” 

Und daraus folgt weiter: 

12) a) „Dafs bei zwei beliebig liegenden 
projectivischen Gebilden — von der Art, wie 
sie so eben genannt worden (II, a.), ausgenom- 
men der fünfte Fall — im Allgemeinen und 
höchstens nur zwei Paar entsprechende Ele- 
mente zu einander rechtwinklig sind, nämlich 
es sind entweder zwei, oder nur ein, oder gar 
kein Paar zu einander rechtwinklig, eben so, 


wie 
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wie bei zwei projectivischen Gebilden, wenn 
sie in- oder aufeinander liegen, entsprechende 
Elementenpaare zusammenfallen;” und b) „dafs 
bei zwei beliebig liegenden projectivischen 
Geraden 4, YA, von irgend einem beliebigen 
Punkte aus, gleicherweise entweder zwei oder 
nur ein, oder gar kein Paar entsprechende 
Punkte unter rechten Winkeln gesehen wer- 
den.” Und zwar sind die erwähnten Elementenpaare 
wie folgt leicht zu finden. Sind z. B. zwei beliebig 
liegende projectivische Ebenenbüschel A, A, gegeben, 
so denke man sich einen solchen dritten Ebenenbüschel 
A,, der mit A, einerlei Axe hat, und der mit A in 
Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenen- 
paare projectivisch ist (1.), so sind alsdann auch A, 
und A, projectivisch, und so viele entsprechende Ele- 
mentenpaare der letzteren zusammenfallen, eben so 
viele entsprechende Elementenpaare von A, A, müssen 
offenbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten 
entsprechenden ‘Elementenpaare von A,, A, werden 
aber nach ($. 31, III.) gefunden. Bei den übrigen Paa- 
ren von Gebilden ist die Lösung ähnlich. 

Die obigen Sätze (2, 4 und 6.) können unter an- 
dern in folgende Grenzfälle übergehen: 

13) „Wenn nämlich in (2.) und in (4. die 
gegebenen festen Geraden A, A, zu einander 
rechtwinklig sind (bei (2.) der Richtung nach), 
so treten offenbar an die Stelle sowohl des 
einfachenHyperboloids (2.) als desKegels (4.), 
zwei Ebenen, wovon jede durch eine der bei- 
den festen Geraden geht und zu der jedesma- 
ligen andern senkrecht ist, und die daher auch 
zu einander senkrecht sind; d.h, sollen die 
Seitenflächen «, «, eines rechten Flächenwin- 

15 
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kels (aa,) durch jene zwei zu einander recht- 
winkligen festen Geraden A, A, gehen, so ist 
der Ort seiner Kante a, auf die zwei’ genann- 
tenEbenen beschränkt. Und wennin (4 links) 
die gegebenen festen Ebenen B, B, zu einan- 
der rechtwinklig sind, so reduzirt sich der da- 
selbst genannte Kegel auf diejenigenGeraden, 
in welchen er zuvor jene: Ebenen berührte, 
oder vielmehr geht die Kegelfläche in die 
Fläche des durch diese Geraden eingeschlos- 
senen Winkels über; denn alsdann ist jede 
von diesen zwei genannten Geraden zu allen 
Geraden in derandern Ebene senkrecht. Aehn- 
liches folgt für die sphärischen Sätze (6.).” 
14) „Zwei gegebene projectivischeGebilde, 
nämlich entweder «) zweiEbenenbüschelA,A,, 
oder £) zwei ebene Strahlbüschel B, B,, so zu 
legen, dafs ihre entsprechenden Elementen- 
paare zu einander rechtwinklig sind; und fer- 
ner: y) wenn zwei projectivische Gerade W, 
in beliebiger schiefer Lage im Raume gege- 
ben sind, denjenigen Punkt D zu finden, von 
welchem aus ihre entsprechenden Punkten- 
paare unter rechten Winkeln gesehen werden.” 
Auflösung. «) Man halte den einen Ebenenbü- 
schel, etwa A, in seiner gegebenen Lage fest, und fälle 
aus einem beliebigen Punkte B, Lothe auf seine Ebe- 
nen, so dafs ein ebener Strahlbüschel B, entsteht, wel- 
cher mit dem Ebenenbüschel A (10.), und mithin auch 
mit dem Ebenenbüschel A,, projectivisch ist. Sodann 
kommt es nur darauf an, den Ebenenbüschel A, so zu 
legen, dafs er mit dem festen Strahlbüschel B, per- 
spectivisch ist. Man suche zu diesem Endzweck die 
Schenkel s;, tı und Seitenflächen o,, rı der entspre- 
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chenden rechten Winkel der beiden Gebilde B,, A, 
($. 30, VL.) Da die Strahlen s,, t,, der Voraussetzung 
gemäfs, fest sind, so ist der Ort der Kante A, des 
rechten Flächenwinkels (0; r,), wenn seine Flächen 
durch jene Strahlen gehen sollen, auf diejenigen zwei 
Ebenen S, T' beschränkt, ‘welche durch s,, t, gehen 
und beziehlich zu t,, s, senkrecht sind (13.). Sind 
ferner «,, fı irgend zwei andere zu einander rechtwink- 
lige Ebenen des Ebenenbüschels A,, und sind a,, b, 
die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahlbüschel B,, 
so ist der Ort der Kante A, des rechten Flächenwin- 
kels («,fı), wenn seine Flächen durch jene Strahlen 
gehen sollen, auf eine besondere Kegelfläche K zwei- 
ten Grades beschränkt (4.), welche durch die Strahlen 
a), b, geht, und die daher nothwendiger Weise von 
der einen oder andern der vorigen Ortsebenen S, T 
in irgend zwei Strahlen ‚A, 'A geschnitten wird, in 
denen allein die Kanten der zwei genannten Flächen- 
winkel (o,Tı), (&,,) zusammentreffen können, und in 
denen folglich allein die Axe A, liegen kann, um der 
Aufgabe zu genügen, d. h., um damit der Ebenenbü- 
schel A, mit dem festen Strahlbüschel B, perspectivisch 
sei. Um die genannten Strahlen ‚A, "A in der That 
zu finden, kann man danach z. B. wie folgt verfahren, 
Es stelle (Fig. 51.) das Papier die Ebene des Strahl- 
büschels B, vor, wo man sich also die Ebenen S, T 
durch die Strahlen s,, t, und senkrecht auf jener Ebene 
zu denken hat! Da die genannten zwei rechtwinkligen 
Ebenenpaare 6, und r,, &, und f, des Ebenenbüschels 
A, nothwendiger Weise abwechselnd aufeinander fol- 
gen, etwa in der Ordnung o,, «, Tı, fı, so müssen 
auch die ihnen entsprechenden Strahlenpaare s, und t,, 
a, und b, im Strahlbüschel B, abwechselnd aufeinan- 
der folgen, und zwar nach der Ordnung sı, a,, t,, b, 
15* 
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(8. 29, U). Da ferner der genannte Kegel K von je- 
der Ebene E, welche zu einem der zwei Strahlen a,, b; 
senkrecht ist, in einem Kreise geschnitten wird, wovon 
die Endpunkte eines Durchmessers in. diesen Strahlen 
liegen (4. rechts), so ist also jede Gerade a b, die man 
zwischen diesen Strahlen und z. B. auf a, senkreht 
zieht, ein solcher Durchmesser, der nothwendiger Weise 
jedesmal einen der zwei andern Strahlen sı, t,, hier tı, 
schneiden mufs; über diesem Durchmesser beschreibe 
man sofort in der zugehörigen Ebene E, welche die 
Ebene T in einer Geraden ‚a'a schneidet, den genann- 
ten Kreis, so wird: dieser jener Geraden ‚a'a in zwei 
Punkten ‚a, !a begegnen, durch welche die verlangten 
Strahlen ‚A, ’A gehen. (Man könnte übrigens auch 
über demselben Durchmesser in der Ebene der Figur 
einen Kreis beschreiben, und hier die Länge der Ab- 
schnitte ‚at, !at, so wie die Winkel, welche die Strah- 
len ‚A, "A mit dem Strahle t, einschliefsen, oder mit 
einem Wort, die Dreiecke, atB,, "atB, finden, wie 
leicht zu sehen ist). Hat man auf vorstehende Weise 
zwei bestimmte Lagen ‚A, !A für die Axe A, gefun- 
den, so kennt man zugleich alle möglichen Lagen der- 
selben, indem sie aus jenen dadurch, und nur dadurch, 
in andere, ihr zukommende, Lagen übergehen kann, 
wenn sie mit sich selbst parallel fortbewegt wird. Es 
ist daher, wenn die Lage der Axe A irgendwo fest 
angenommen wird, die Lage, oder der Ort, der Axe, 
A, nicht beschränkt, sondern nur ihre Richtung, und 
zwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen 
‚A, '!A beschränkt. Die Axe A, kann daher auch in 
solche Lage gebracht werden, wo sie jene andere Axe 
schneidet, und wo alsdann die Strahlbüschel A, A, den 
mehrerwähnten besondern Kegel erzeugen. — Wenn 
insbesondere die gegebenen Ebenenbüschel A, A, gleich 
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sind, so fallen, wie leicht zu sehen, die zwei Strahlen 
A, 'A in einen einzigen zusammen, welcher zu der 
Ebene des Strahlbüschels B, senkrecht ist, so dafs 
alsdann die Axen A, A, der Ebenenbüschel parallel 
werden, und wo alsdann letztere den sogenannten 
geraden Cylinder erzeugen. 

5) Aus den obigen Sätzen (3 und 4, links) folst 
zuförderst, dafs, um die gegebenen Strahlbüschel B,B, 
in die verlangte Lage zu bringen, von den Schenkeln 
ibrer entsprechenden rechten Winkel (st), (s,tı) (8. 9, IE.) 
zwei ungleichnamige, also entweder s und t,, oder t 
und s,, vereiniget werden müssen. Ist dieses geschehen, 
_ und zwar so, dafs zugleich die Mittelpunkte der Strahl- 
büschel zusammenfallen (in D), so ist sofort nur noch 
nöthig den letzteren solche Lage zu geben, d. h., ihre 
Ebenen so gegen einander zu neigen, dafs irgend ein 
Paar andere entsprechende Strahlen derselben, etwa a 
und a,, zu einander rechtwinklig sind, denn alsdann sind 
drei Paar entsprechende Strahlen s und s,, t und t,, 
a und a, zu einander rechtwinklig, und folglich die 
Aufgabe gelöst (11.). Allein bei genauer Untersuchung 
dieses Verfahrens gewahrt man bald, dafs von jenen 
ungleichnamigen Strahlenpaaren nicht jedes, sondern 
nur eins von beiden, vereiniget werden darf, und zwar 
verhält es sich damit wie folgt. Von den zwei Win- 
kelsummen (as) + (a,t,) und (at) + (a,s,) ist nämlich, 
im Allgemeinen, die eine gröfser und die andere 
kleiner als ein rechter Winkel, weil beide Summen 
zusammen zwei rechte betragen, diejenige Summe nun, 
welche gröfser ist, enthält jedesmal die zwei Strahlen, 
welche allein vereiniget werden dürfen. Durch die 
wirkliche - Auflösung wird diefs, wie folgt, klar darge- 
than. Es sei z. B. die Summe (at) + (a,5,) > R, 50 
lege man die Strahlbüschel so, dafs sowohl ihre Mittel- 


BL 


230 Erzeugnisse projectivischer Gebilde, 99. 


punkte B, B,, als die Strahlen t und s, vereiniget sind. 
Wird sodann die Lage des einen Strahlbüschels, etwa 
die des B, als fest angenommen, (Fig. 52.), so kann 
der andere B, seine Lage nur noch dadurch ändern, 
dafs er sich um den gemeinschaftlichen festen Strahl ts, 
herumbewegt, wobei der Strahl a, offenbar einen (ge- 
raden) Kegel zweiten Grades beschreibt; es soll aber 
diejenige Lage dieses Strahls gefunden werden, wo er 
zu seinem entsprechenden Strahle a rechtwinklig ist, 
für diesen Fall mufs er also auch in der Ebene E lie- 
gen, welche im Punkte B auf dem Strakle a senkrecht 
steht, und die also durch den zu a rechtwinkligen 
Strahl e geht, folglich können nur diejenigen zwei 
Strahlen ‚a, 'a, in welchen diese Ebene E jenen Kegel 
schneidet, die gesuchte Lage des Strahles a, darstellen, 
wodurch fofort auch die Lage des Strahlbüschels B,, 
in der dieser allein der Aufgabe genügt, bestimmt ist. 
Wie die Strahlen a, !a in der That zu konstruiren 
sind, ist nach diesen Angaben leicht zu sehen. Auch 
sicht man jetzt, warum die Auflösung unmöglich wird, 
wenn (at) + (a,5,) <R ist, weil nämlich alsdann 
Winkel (a,sı) < (et), so dafs folglich die Ebene E 
den durch a, beschriebenen Kegel nicht in zwei Strah- 
len schneiden kann. — Wenn insbesondere die Strahlbü- 
schel B, B, gleich sind, so berührt die Ebene E den 
genannten Kegel, weil dann Winkel (et) = (aıS,), so 
dafs beide Strahlen ‚a, "a mit e zusammenfallen, und 
so dafs alsdann auch die Ebenen der Strahlbüschel auf- 
einander fallen. In diesem Falle können aber die 
Strahlbüschel auch in solcher Lage der Aufgabe genü- 
gen, in der sie anfangs oben (I.) betrachtet worden, 
wo sie alsdann einen Kreis erzeugen. — Käme es dar- 
auf an, die Strahlbüschel so zu legen, dafs ihre ent- 
sprechenden Strahlen blofs der Richtung nach zu ein- 
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ander rechtwinklig wären, wenn z. B. ihre Mittelpunkte 
in fester Lage gegeben wären u. s. w., so dürfte man 
nur eben so verfahren, wie vorhin, und sodann den 
Strahlbüschel B, so legen, dafs er mit sich selbst pa- 
rallel wäre und aufserdem jenen übrigen gegebenen 
Bedingungen genügte. 

y) Man beschreibe über irgend drei Projections- 
‚strahlen der gegebenen Geraden A, A,, etwa über aaq,, 
66,, ce,, als Durchmesser genommen, Kugelflächen, 
welche sich, im Allgemeinen, in irgend zwei Punkten 
D, D, schneiden werden, von denen offenbar jeder 
der Aufgabe genügt (11, b.). Schneiden sich die drei 
Kugelflächen nicht zusammen in zwei Punkten (oder 
berühren einander wenigstens in einem Punkt), so ist 
die Aufgabe für die gegebene Lage der Geraden X, , 
unmöglich, sie kann aber, wofern eine Aenderung 
dieser Lage gestattet wird, leicht möglich gemacht 
werden. 

Es ist hierbei noch zu bemerken, dafs jede der 
zwei obigen Auflösungen («.), (#.) auch auf die andere 
zurückgeführt werden kann (h.), und dals ferner auch 
die ihnen entsprechenden sphärischen Aufgaben sich auf 
ähnliche Weise lösen lassen. 

Durch die erste Auflösung («.) ist auch zugleich 
die folgende, zu ($.30.) nachträgliche, Aufgabe gelöst: 

15) „Zwei !projectivische Gebilde A,, B,, 
nämlich einenEbenenbüschelund einen ebenen 
Strahlbüschel, die in beliebig schiefer Lage 
gegeben sind, in perspectivische Lage zu 
bringen.” 

Wie die genannte Auflösung zeigt, kommen dieser 
Aufgabe, im Allgemeinen, zwei Auflösungen zu, d.h, 
wird die Lage des einen Gebildes als fest angenommen, 
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so kann das andere in zwei VerachjenN Tab der 
Aufgabe genügen. 

In Bezug auf die oben hatröchtäten been Er- 
'zeugnisse projectivischer Gebilde, deren entsprechende 
Elemente zu einander rechtwinklig sind, ist endlich 
noch zu bemerken, dafs sie bei gewissen Untersuchun- 
gen (im Raume und auf der Kugelfläche) ähnliche Hülfe 
leisten, wie man sie vom Kreise, vermöge seiner in 
(l.) angegebenen Eigenschaft, allgemein zu benutzen 
gewohnt ist, und was z. B. auch schon bei der vorste- 
henden Auflösung (?.) zu sehen ist. Defshalb mag in 
Hinsicht des besondern einfachen Hyperboloids (1, 2.) 
und des besondern Kegels zweiten Grades (3, 4. rechts) 
hier noch insbesondere erinnert werden: „Dafs diese 
Figuren, vor den übrigen ihrer Art, daran zu 
erkennen sind, dafs jeder Kreisschnitt in ih- 
nen zu einem ihrer Strahlen senkrecht ist, und 
dafs sie daher unter andern wie folgt, be- 
stimmt und erzeugt werden ($. 5l, IV, 9.); 

16) „Das genannte besondere einfache Hy- 
perboloid wird bestimmt und erzeugt: 

a) wenn irgend ein Kreis K und zwei ihn 
schneidende Gerade A, A, wovon die 
eine A senkrecht und die andere A, be- 
liebig schief auf seiner Ebene steht, und 
welche Geraden sich nicht schneiden, ge- 
geben sind; nämlich bewegt sich alsdann 
eine dritte Gerade a so, dafs sie stets die 
drei gegebenen festen Elemente K, A,A, 
schneidet, so beschreibt sie die genannte 
Fläche; oder: 

b) wenn irgend zwei feste Gerade A, A,, die 
nicht in einer Ebene liegen, gegeben sind, 
und ein veränderlicher Kreis K sich so 
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bewegt, dafs seine Ebene stets zu der ei- 
nen Geraden A senkrecht ist, und dafs 
stets die Endpunkte eines Durchmessers 
desselben in den zwei festen Geraden lie- 
gen, so beschreibt er die genannte Flä- 
che.” Und:' | | 

17) „Wennirgend ein Kreis K und irgend 
eine ihn schneidende und auf seiner Ebene 
senkrecht stehende Gerade A gegeben sind, 
so wird durch jeden Punkt Din der Geraden 
und durch den Kreis der genannte besondere 
Kegel erzeugt, d. h., so ist der Kegel, welcher 
durch den Kreis geht und jenen Punkt D zum 
Mittelpunkt hat, ein solcher besonderer 
Kegel!” 

Il. An die vorstehende Reihe von Sätzen hätten 
fast unmittelbar noch mehrere andere Sätze angeschlos- 
sen werden können, wovon ich einige im Anhange auf- 
stellen werde, Hier soll nur noch ein eigenthümlicher 
Fall (I.), der mit einer Einschränkung schon in der 
vorigen Betrachtung (I, h.) vorkam, Platz finden. 

Fället man nämlich aus einem beliebigen Punkte 
D Lothe auf die Ebenen «, A N Bas Yale 
irgend zweier beliebig schief liegender projectivischer 
Ebenenbüschel A, A,, so bilden dieselben zwei ebene 
Strahlbüschel B,B,, welche beziehlich mit den Ebenen- 
büscheln A, A, (II, g.), und folglich auch unter sich, 
projectivisch sind, und welche somit, im Allgemeinen, 
einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen Mittel- 
punkt Dist. Ferner folgt, dafs die Ebene irgend zweier 
entsprechender Strahlen (Lothe) der Strahlbüschel B,B,, 
wie z. B. die Ebene (aa,) der Strahlen a, a,, zu der 
Durchschnittslinie a, der diesen Strahlen entsprechenden 
Ebenen «, «, der Ebenenbüschel A, A, senkrecht ist. 
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Wird endlich noch erinnert, dafs die Ebenenbüschel 
A, A,, da sie sich in schiefer Lage befinden, im Allge- 
meinen, entweder ein einfaches Hyperboloid oder einen 
Kegel zweiten Grades erzeugen, so folgen also nach- 
stehende Sätze: 

1) „AlleEbenen [(aa,)], welche durch einen 
beliebigen festen Punkt D gehen, und wovon 
‚jede zuiirgend einem Strahle (a,) eines einfa- 
chen Hyperboloids [AA,] senkrecht ist, um- 
hüllen irgend einen Kegel D zweiten Grades.’ 


2)„Fället man aus irgend 
einem Punkte D, (Durch- 
schnitt der Axen A, A,) 
Lothe auf die Berührungs- 
ebenen eines gegebenenKe- 
gels D zweiten Grades, so 
liegen sie in einer andern 
Kegelfläche [AA,] von dem- 
selben Grade”*), 


2) „Leget man durch ir- 
gend einenPunkt DEbenen, 
welche auf den Strahlen 
eines gegebenen Kegels 
[AA,]zweitenGrades recht-- 
winklig stehen, so umhül-- 
len und berühren sieirgend 
einen andern Kegel D von 
demselben Grade”*), 


Zusammengesetztere Sätze und Aufgaben. 


54. Die in den vorhergehenden Paragraphen ($. 50 
— 53.) entwickelten Eigenschaften beliebig schief lie- 
gender projectivischer Gebilde und deren Erzeugnisse 
führen, durch Wiederholung und Verbindung, zu zu- 
sammengesetzteren Sätzen, und zwar sind sie sehr da- 
zu geeignet, eine Menge von Aufgaben leicht zu lösen, 
viele Sätze einfach zu beweisen, den inneren Zusam- 
menhang von Porismen klar darzustellen, so wie end- 
lich auch die Abhängigkeit gewisser Systeme ungleich- 
artiger Figuren von einander zu begründen, und die 


*) Diesen Satz, nebst einigen mit ihm zusammenhängenden 
Eigenschaften, habe ich zuerst bei einer Gelegenheit im Journ. £, 
Mathem. Bd. II, Heft III. ausgesprochen. 
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Zusammengesctztere Sätze u. Aufgaben. 


Gesetze für die Uebertragung der Eigenschaften des 
einen Systems auf das andere nachzuweisen. Einige 
passende Beispiele werden hinreichend sein, um ‘dieses 
alles ins Klare zu setzen. Ich mufs jedoch bemerken, 
dafs man hier auf ähnliche Weise, wie früher (8. 19 — 
25.), ($. 41 — 43.) und ($. 46.), zu Werke gehen 
könnte, nämlich durch stufenweise Verbindung der Ge- 
bilde und mit genauer Oekonomie, alle verschiedenen 
Reihenfolgen von Sätzen und Aufgaben zu entwickeln. 
Mehrere hierhin gehörige Sätze und Aufgaben werde 
ich in Anhange, zur Selbstübung, aufstellen. 


55. Zum Behufe einiger nachfolgender Sätze und 
Aufgaben, so wie zur Erleichterung für alle; späteren 
ähnlichen Betrachtungen, sollen hier vorerst einige Er- 
klärungen festgestellt werden, welche als Ergänzung 
oder als Erweiterung sich an die obigen Erklärungen 
(8. 19.) anschliefsen, und welche eigentlich schon frü- 
her ($. 32, oder $. 33.) ihre Stelle hätten finden kön- 
nen. Achnlicherweise nämlich, wie in (8. 19.) die Fi- 
guren in der Ebene erklärt und in ihrer Vollständig- 
keit aufgefafst worden sind, sollen hier Figuren, im 
Allgemeinen, mögen sie in einer Ebene E, oder in ei- 
nem Strahlbüschel D, oder im Raume überhaupt liegen, 
erklärt und aufgefafst werden, und zwar wie folgt. 


Irgend n Ebenen, die als zu- 
sammengehörend ins Aug gefafst 
werden, sollen fortan „vollstän- 
digesn Flach” heilsen, näm- 
lich die Ebenen sollen seineFlä- 
chen und die Geraden, in de- 
nen sie sich paarweise schneiden, 
sollen seine Kanten genannt 
werden; es hat also im Ganzen 
+ n(n-1) Kanten, Ferner sol- 
len die nEbenen, wenn sie in ir- 
gend einer bestimmten Aufeinan- 


Irgend n Punkte, die als zu- 
sammengehörend ins Aug gefalst 
werden, sollen fortan „vollstän- 
diges n Eck” heilsen, nämlich 
die Punkte sollen seine Ecken 
und die Geraden, in denen sie 
paarweise liegen, sollen seine 
Seiten genannt werden; es hat 
also im Ganzen $ n (n-l) Seiten, 
Ferner sollen die n Punkte, wenn 
sie in irgend einer bestimmten 
Aufeinanderiolge aufgefalst wer- 
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derfolge aufgefalst werden, wobei 
nämlich die erste als auf die 
letzte (nte) folgend angesehen 
wird, „einfaches n Flach” 
heifsen, und zwar 'sollen nur al- 
lein die Geraden, in denen sich 
die ‚unmittelbar aufeinander fol- 
genden Ebenen schneiden, Kan- 
ten desselben genannt werden; 
das vollständige n Flach umfalst 
also 8, 4. 5.....n einfache n 
Flach ($. 25, Note). Endlich soll 
das vollständige n Flach, so wie 
jedes einfache n Flach, „im 
Strahlbüschel” oder „im 
Raume” heifsen, je nachdem 
seine n Flächen sämmtlich durch 
einen und denselben Punkt D ge- 
hen oder nicht. Wenn übrigens 
in der Folge die unvollständigen 
Benennungen: „n Flach,” ,„n 
Flach im Raume” gebraucht 
werden, so soll darunter bezieh- 
lich: „einfaches n Flach im 
Strahlbüschel,” „einfaches 
n Flach im Raume” verstan- 
den werden, | 


Auch ist zu bemerken 
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den, wobei nämlich der erste als 
auf den letzten (nten) folgend an- 
gesehen wird, „einfaches n 
Eck” heifsen, und zwar sollen 
nur allein die Geraden, in denen 
die unmittelbar aufeinander fol- 
genden Punkte paarweise liegen, 
Seiten desselben genannt wer- 
den; das vollständige n Eck um- 
falst also 3. 4, 5.....n einfache 
n Ecke ($. 25, Note). Endlich 
soll das vollständige n Eck, sa 
wie jedes einfache n Eck „in 
derEbene” oder „im Raume” 
heifsen, je nachdem seine nEcken 
sämmtlich in einer und derselben 
Ebene E liegen oder nicht. Wenn 
übrigens in der Folge die unvoll- 
ständigen Benenaungen: „nEck”, 
„n Eck im Raume” gebraucht 
werden, so soll darunter bezieh- 
lich: „einfaches nEck in der 
Ebene,” „einfaches nEck im 
Raume” verstanden werden. 


‚dafs ein „einfaches n 


Flach im Raume” zugleich als „einfaches n Eck 
im Raume” oder als „einfaches n Kant oder n 
Seit im Raume” aufgefafst werden kann, so dafs also 
derselben Figur jeder von diesen vier Namen beigelegt 
werden kann, je nachdem es den Umständen angemes- 
sen ist; und zwar sind diese Namen einander dergestalt 
paarweise zugeordnet, dafs man z. B., wie oben ge- 
schehen, sagt: das einfache n Flach im Raume babe n 
Kanten, und das einfache n Eck im Raume habe n Sei- 
ten, und auch umgekehrt; d. h., es sind die Namen 
Fläche und Kante, so wie Ecke und Seite 


sich einander zugeordnet. 
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Zusammengesetztere Sätze u, Aufgaben. 


Ferner ist über n Seit Ka n Kant BE Blei 

zu bemerken: 
Irgend n Cerade in einer Irgend n Strahlen in einem 
Ebene E zusammengefalst, heilsen Strahlbüschei D zusammengefälst, 


„vollständiges nSeit in der sollen „vollständiges n Kant 
Ebene” ($. 19.) im Strahlbüschel” heifsen. 


Das vollständige n Kant steht also dem vollstän- 
digen n Flach im Strahlbüschel D ähnlicherweise entge- 
gen, wie das vollständige n Eck dem vollständigen n 
Seit in der Ebene E ($. 19.); denn wird der Strahl- 
büschel D der Ebene E entgegengestellt, so entspricht 
das genannte n Kant dem nEck und das n Flach dem 
n Seit ($. 33.). | 

Es giebt nur einfache n Seit und n Kant im 
Raume, aber keine vollständige, es sei denn, dafs 
man irgend n Gerade im Raume (wovon keine zwei 
in einer Ebene liegen) so nennen wolle; allein da zwi- 
schen solchen Geraden keine unmittelbare Verbindung 
statt findet, so möchte diese Benennung unpassend sein. 


56. Zu den obenerwähnten Beispielen (8. 54.) ge- 
hören nun zunächst die folgenden BnuE ee Sätze 
(Porismen) und Aufgaben. | | 


1) „Wenn im Raume ir- 
gend eine Anzahl n belie- 
bige Gerade A, 4, , Ays----- 3 
A.» und desgleichen eine 
andere, um eins geringere, 
Anzahl n-1 beliebige Ge- 
rade A, A,, A,,y ».... FF 
gegeben sind, wovon we 
der bei jenen, noch bei 
diesen, keine zwei in einer 
Ebene liegen, und wennn 
Ebenen a, «,, @,, err.., 4, 


1) „Wenn im Raume ir- 
gend eine Anzahl n belie- 
bige Gerade U, U, , Ag. +-- $ 
Y..,, und desgleichen eine 
andere, um eins geringere, 
Anzahl n-1 beliebige Ge- 
rade Asıdya Ay asian Al, 
gegeben sind, wovon weder 
bei jenen, noch bei diesen, 
keine zwei in einer Ebene 
liegen, und wenn n Punkte 
1 Pak PER PERRRRER An-tr die derRei- 


die der Reihe nach durch he geh injenen ersten n 


_ 
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jene ersten n Geraden ge- 


hen, sich so bewegen, dafs 
dieDurchschnittslinien der 
nach derReihe unmittelbar 
aufeinander folgenden Ebe- 
nenpaare, also die n-l 
Durchschnittslinien ar,» 
RER ,‚@n.g%n.?„7 nach 
der Ordnung beziehlich je- 
ne andern n-l festen Gera- 
den schneiden, so beschreibt 
nicht allein jede dieser 
Durchschnittslinien, son- 
dern so beschreibt jede der 
4n (n-1) Durchschnitisli- 
nien, in welchen die nEbe- 
nen im Ganzen einander 
paarweise sehneiden, ein 
einfaches Hyperboloid, in 
welchem auch die zwei fe- 
sten Geraden liegen, um 
die sich die jedesmaligen 
zwei Ebenen drehen.” 
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Geraden liegen, sich so be- 
wegen, dafs die Geraden, 
welche durch die unmittel- 
bar aufeinander folgenden 
Punktenpaare gehen, also 
die n-l Geraden AA,, A,N,, 
Aulzs rue. » Au.oln.,‚nach der 
Ordnung beziehlich jene n-1 
andern festen Geraden 
schneiden, so beschreibt 
nicht allein jede dieser 
schneidenden Geraden,son- 
dern so beschreibt jede der 
Zn(n-1) Geraden, in wel- 
chen die n Punkte paar- 
weise genommen, liegen, 
ein einfaches Hyperboloid, 
welches auch dureh dieje- 
nigen zwei festen Geraden 
geht, in welchen sich die 
jedesmalißen zwei Punkte 
bewegen.” 


Die Richtigkeit dieser Sätze folgt ohne Schwierig- 


keit aus den obigen Fundamentalsätzen ($. 51, IV.). 
Auch ist leicht zu sehen, dafs und wie diese Sätze, in 
gewissem Sinne, die früheren Sätze ($. 47, I. und II.) 
als besondere Fälle umfassen, und dafs ihr Beweis dem 
der letztern ähnlich ist. Aufserdem umfassen sie schr 
viele andere besondere Fälle, als z B. die nach- 
stehenden. 


2) „Wenn im Raume ein 2) „Wenn im Raume ein 
beliebiges nKant AYA,W.-.:-. beliebiges nSeit AA,A,..... 
A. und irgend n-1 Kegel. A,., und irgend n-1 Kegel- 
flächen 2ten Grades [Y%X,], schnitte [AA,], [A,A,], 
[Az]; [An-%n.ı]), wel- [A,2A,.,]; welehenach der 
che nach derReihe den n-1 Reihe den n-l ersten Win- 
ersten Kantenwinkel (AX,), keln (AA,), (A,A,), 
(AA) > (U,-An.ı) des n (A,.zA..,) des n Seits einge- 


....o 


96. 


Kants umschriebeu sind*), 


gegeben sind, und wenn 
ein veränderliches einfa- 
chesn Flach au,«,..... a 
sich so bewegt, dals seine 
Flächen a,a, ,..... @.p»nach 
der Reihe sich um die Kan- 
ten U, Aus >... Any jenesn 
Kants drehen, während sei- 
ne n-1l ersten Kauten oa,, 
., En.g®n.j, nach der 
Ordnung, sich als Strahlen 
injenenKegelflächen bewe- 
gen: so bewegt sich auch 
seine nte Kante «„,« in ei- 
ner bestimmten nten Kegel- 
fläche 2ten Grades [4,.9), 
welche dem nten Kanten- 
Winkel (4,49) des gegebe- 
nen n Kants umschrieben 
ist, und so beschreibt jede 
der übrigen # n (n-3) Kan- 
ten des durch das genannte 
einfache nFlach aa, 
bestimmten vollständigen 
nFlachs ein einfaches Hy- 
perboloid, welches durch 
diejenigen zwei Kanten des 
gegebenen nKants geht, um 
welche sich die zwei Flä- 
chen, denen die jedesmali- 
ge beschreibende Kante an- 
gehört, drehen.” 

3) „Wenn im Raume ein 


Go, .... 


beliebiges n Kant AN, ..... 
A, und irgend n-1 Ebenen 
DEDTrsede ns Bu.» welche 


durch die n-l ersten Ecken 


AU; YA > “oo009 An-2%n des 


*) d. h. die Kegelfläche geht 
durch die jedesmaligen zwei Kan- 
ten und ihr Mittelpunkt liegt also 
in ihrem Durchschnittspunkt. 


Zusammengesetztere Sätze u, Aufgaben. 
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schrieben sind*), gegeben 


sind, und wenn ein verän- 
derliches einfaches n Eck 
Age... Q.., sich so bewegt, 
dals seine Ecken a, A,» .---- 
Q..„,, nach der Reihe, die 
Seiten A, A, ,...+- A,., jenes 
nSeits durchlaufen,während 
seine n-l ersten Seiten Ad,» 
Aylys -rrey Ancofn.g, nach der 
Ordnung, sich als Tangen- 
ten um jene Kegelschnitte 
herumbewegen: so bewegt 
sich auch seine nte Seite 
0,0 als Tangente um einen 
bestimmten nten Kegel- 
schnitt[A„„A];welcher dem 
nten Winkel (A,.;A) des ge- 
gebenen n Seits 'einge- 
schrieben ist, und so be- 
schreibt jede der $ n (n-3) 
übrigen Seiten des voll- 
ständigen n Ecks, welches 
durch das genannte einfa- 
che n Eck M,..... 0,4 be- 
stimmt wird, ein einfaches 
Hyperboloid, in welchem 
auch diejenigen zwei Sei- 
ten des gegebenen n Seits 
liegen, längs denen sich 
die zwei Ecken, welche die 
jedesmalige beschreibende 
Seite bestimmen, bewegen.” 

3) „Wenn im Raume ein 
beliebiges n Seit AA, 
A„.‚und irgend n-1 PunkteB, 
B,> B,.., welche in den 
n=lL erstenFlächen (Winkel- 
Ebenen) AA,, A,A,5 


..... 


..... 


*) d. h. der Kegelschnitt be- 
rührt die zwei Schenkel des Win- 
kels und liegt also mit ihnen in 
einer und derselben Ebene. 
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n Kants gehen, . gegeben 
sind, und wenn ein verän- 
derliches einfaches nFlach 
Qi, 24... Sich so bewegt, 
dafs seine Flächen, nach 
derReihe, sich um die Kan- 
ten jenes n Kants drehen, 
während seine n-l ersten 
Kanten, nach der Ordnung, 
sich in jenen festenEbenen 
bewegen: so beschreibt 
seine letzte Kante eine be- 
stimmte Kegelfläche zwei- 
ten Grades, welche dem 
letzten Winkel des gegebe- 
nen n Kants umschrieben 
ist, und so beschreibt jede 
der übrigen $n(n-3)Kanten 
des durch das genannte ein- 
fache n Flach bestimmten 
vollständigen n Flachs ««, 
o....@,, ein einfaches Hy- 
perboloid, welches durch 
diejenigen zweiKantendes 
gegebenen n Kants geht, 
längs denen sich die jedes- 
malige beschreibende Kan- 
te bewegt.” 

4) „Wenn im Raume ir- 
gend eine Anzahl n beliebi- 
geGerade A,4,, ‚YA,.„und 
eine gleiche Anzahl andere 
beliebige GeradeA, A, ,....., 
A.» wovon weder von die- 
sen noch von jenen, keine 
zwei in einer Ebene liegen, 
gegeben sind, so soll ein n 
Flach (im Raume) so be- 
schrieben werden, dafs seine 
Ebenen derReihe nachdurch 
die ersten nGeraden gehen, 
und seine Kanten der Ord- 
nung nach die letzten n Ge- 
raden schneiden.” 


....0. 
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A, .A„., des n Seits liegen 
gegeben sind, und wenn ein 
veränderliches einfaches n 
Eck aa, A, sich so be- 
wegt, dals seineEcken, nach 
der Reihe, die Seiten jenes 
n Seits durchlaufen, wäh- 
rend seine n-1l ersten Sei- . 
ten, nach der Ordnung, sich 
um jene festen Punkte dre- 
hen: so bewegt sich seine 
letzteSeite als Tangente um 
einen bestimmten Kegel- 
schnitt, welcher dem letz- 
ten Winkel des gegebenen 
n Seits eingeschrieben ist, 
und so beschreibt jede der 
übrigen #n (n-3) Seiten des 
durch das genannte einfa- 
che n Eck bestimmten voll- 
ständigen n Ecks qq, RR 
ein einfaches Hyperboloid, 
welches durch diejenigen 
zwei Seiten des gegebenen 
n Seits geht, längs denen 
sich die jedesmalige be- 
schreibende Seite bewegt.” 


o..... 


4) „Wenn im Raume ir- 
gend eine Anzahl n beliebi- 
geGeradeW,4,, ‚An „und 
eine gleiche Anzahl andere 
beliebigeGerade A,A,...., 
A..ı,, wovon weder von die- 
sen noch von jenen, keine 
zwei in einer Ebene liegen, 
gegeben sind, so soll ein n 
Eck (imRaume) so beschrie- 
ben werden, dals seine 
Ecken der Reihe nach in 
den ersten n Geraden lie- 
gen, und seine Seiten der 
Ordnung nach die andern 
n Geraden schneiden.” 


Aehn- 
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Aehnlicherweise, wie die obigen Sätze (1.) andere 
Sätze, umfassen auch die vorliegenden Aufgaben (4.), 
in gewisser Hinsicht, die früheren Aufgaben ($. 25. u. 
$. 47, IL.) als besondere Fälle in sich, und ihre Lö- 
sung ergiebt sich aus denselben projectivischen Eigen- 
schaften , auf welchen die Lösung der letzteren beruht. 
Nämlich man nimnit, um z. B. die Aufgabe (4, rechts) 
zu lösen, in der ersten Geraden A irgend einen Punkt a 
an, legt durch: diesen einen Strahl a; welcher die. zwei 
Geraden A, X; schneidet (8. 51, I.), so‘erhält man in 
der letzteren einen bestimmten Punkt a, (den Durch- 
schnittspunkt),. durch diesen wird weiter ein Strahl a, 
gelegt, welcher die zwei folgenden Geraden A,, Ya 
schneidet, wodurch man in der letzteren X, einen Punkt 
a, findet, und so fährt man fort, bis man endlich durch 
einen bestimmten Punkt a..ı, in. der Geraden Y.ı, ei- 
nen Strahl a..ı legt, welcher die zwei Geraden A,.ı, A 
schneidet, wodurch man in der letzteren W einen zwei- 
ten Punkt erhält, welcher a. heifsen und als ‚schiefe 
(oder gebrochene) Projection des ersten a angesehen 
werden mag. Eben so sucht man zu irgend zwei an- 
dern beliebigen Punkten 5b, € der Geraden 9 zwei ih- 
nen entsprechende Punkte 5, in in derselben, sieht so- 
dann: die Punkte a, 6, ce und An, ba, (n als entsprechende 
Punkte zweier aufeinander liegender projectivischer Ge- 

‚raden Y, Au an, und sucht ($: 17.) die vereinigten ent- 
| sprechenden Punktenpaare der letzteren, wodurch so- 
fort die vorgelegte Aufgabe als gelöst zu betrachten ist. 
\Die andere Aufgabe (links) ist dadurch offenbar zu- 
‚gleich gelöst: Wenn die Rangordnung der gegebenen 
"Geraden, jede, Abtheilung für sich genommen, nach Be- 
‚lieben ‚gewählt werden darf, so ist die Zahl der Auf- 
lösungen, welche jede .der vorgelegten Aufgaben im All- 
16 
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gemeinen 'zuläfst, offenbar abe wie bei der obigen 


Aufgabe ($. 25, Note.). 


‘Den obigen Sätzen en und (3 entsprechen nach. 


stehende Aufgaben. 


' 5)/,Wenn im Raumeein be 
liebiges nKant und irgend’ 
‚nKegelflächen 2tenGr,, wel- 
che den n Winkeln Teer: 
'ben ümschrieben sind, gege- 
‘ben sind, so soll ein nFlach 
‚so beschrieben werden, ‘dals 
seine Flächen nach der Rei- 
he durch die Kanten jenes n 
Kants gehen, und seine Kan- 
ten, nach. der,Ordnung, in 
jenen Kegelflächen liegen.” 
. 6),WennimRaume ein be- 
liebiges nKant und irgend n 
Ebenen, welche nach der 
Reihe durch seine n Ecken 
gehen, gegeben sind, so soll 
‘ein nFlach so Weithriehen 
‘werden, dafs seineFlächen, 
nach der Reihe, durch die 
Kanten jenes n Kants gehen, 
und seine Kanten, nach der 
a in jenen Ebenen 
liegen.” 


Are. 


En 


5) „WennimRaumeeinbe- 
liebiges nSeit und irgend n 
Kegelschnitte,, welche den 
Winkeln desselben einge- 
schrieben sind, gegeben Een, 
so: soll einnEck so beschrie- 
ben. werden, dals seine Ek- 
ken nach der Reihe in den 
Seiten jenes nSeits liegen, 
und seine Seiten, nach der 
Ordnung, Jane Kegelschnitte 


berühren.” 


6)„WennimRaume ein be- 
liebiges nSeit und irgend n 
Punkte, welchenach derRei- 
heinseinen Winkel-Ebenen 
liegen, gegeben sind, so soll 
ein nEck so beschrieben wer- 
den, dafs seine Ecken, nach 
der Reihe, in den Seiten je- 
nes nSeits liegen, und seine 
Seiten, nach der Ordnung, 
durch ask Punkte gehen. e 


Die Lösung dieser Aufgdben 6 und 6) beröht auf 


denselben Eigenschaften, wie die der’ obigen Aufgabe 
(4.), von welcher sie, 
Fälle sind. Die zwei’ letzten Aufgaben (6.)' sind, im 
Grunde genommen, eine und dieselbe, auch wurde die 
eine davon schon früher: S 3 ee mit ar Vor 
ten ausgesprochen. z Er Zu 
57... Ein: sehr specieller Fall dür allein 
Hauptaufgabe ($. 56, 4.):ist:in neuerer Zeit in einigen 
mathematischen Zeitschriften unter: verschiedenen! Ge: 
sichtspunkten aufgefafst und gelöst worden; dieser Fall 


in gewissem Sinne, besondere 


r 


57. 


kann hier, unter allen seinen verschiedenen Aussagen, 
nebst einigen Folgerungen, .mittelst projectivischer Ei- 
genschaften, auffallend leicht gelöst und klar dargestellt 
werden. 
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Die erste Aussage dieses Falles, wenn man 
ihn nämlich aus der obigen Aufgabe ableitet, und zwar 
dadurch, dafs daselbst die Zahl der gegebenen festen 
Geraden bei jeder Abtheilung auf nur zwei beschränkt 
wird, lautet wie folgt: 


1) „In irgend vier gegebe- 
nen Geraden 4, 4, A, A, 
wovon keine zwei in einer 
Ebene liegen, vier Punkte zu 
finden, in jeder einen, wel- 
chein einer Geraden liegen.” 


74 


1) „Durch irgend vier ge- 
gebene Gerade 4, A,,A, A,, 
wovon keine zwei in einer 
Ebene liegen, vier Ebenen 
zu legen, durch jede eine, 
welche sich in einer Gera- 
den schneiden.” 


Oder diese beiden Aufgaben lassen sich in folgende 
bekannte Aufgabe zusammenfassen: 

2) „Diejenigen Geraden zu finden, welche 
irgend vier gegebene Gerade A,A,, A,, A,, wo- 
von keine zwei in einer Ebene liegen, schnei- 
den.” 

Auflösung. Die obige Auflösung (8.56, 4.) ver- 
einfacht sich für den gegenwärtigen Fall wie folgt. 
Durch eine der gegebenen vier Geraden, etwa durch A, 
lege man irgend drei Ebenen «, £, y, welche die drei 
übrigen Geraden A,, A,, As beziehlich in den Punk- 
ten Ay, Aa, As; Br, Ba; ds; Cu, 2, € schneiden, wobei 
das Bild (Fig. 53.) der Vorstellung behülflich sein mag, _ 
ziehe sodann die Strahlenpaare a,a, und aza;, 8,6, und 
b28;, (1% und (365, welche der Geraden A in den Punk- 
tenpaaren a und a,, 5b und b,, c und, begegnen, sehe 
diese als entsprechende Punktenpaare zweier aufeinan- 
der liegender projectivischer Geraden A und A, an, und 
suche sofort deren vereinigte entsprechende Punkte ($. 
17.), so kann endlich durch jeden dieser Punkte (und 

16* 
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nur durch diese) eine Gerade gelegt werden, die der 
Aufgabe genügt, nämlich die Gerade, welche alsdann 
durch den einen oder andern dieser Punkte so gelegt 
wird, dafs sie irgend zwei der drei Geraden A,, A,, As 
schneidet, trifft auch die jedesmalige dritte, und schnei- 
det somit alle vier gegebenen Geraden. Es giebt dem- 
nach im Allgemeinen zwei Gerade, die der Aufgabe ge- 
nügen; es kann aber auch nur eine, oder gar keine 
geben ($. 16, II.). 

Die Richtigkeit dieser Auflösung fällt in die Augen. 
Nämlich vermöge der Strahlen aa,, bb,, £&a, ».... ‚ wel- 
che durch die Ebenen «, , 7, ..... des Ebenenbüschels 
A bestimmt werden, und welche die drei Geraden A, 
A,, A, schneiden, sind die Geraden A und A, in An- 
schung der Punkte a, 5, c, ...... und As, da, Ca, +... 
projectivisch, und aus gleichen Gründen sind die Gera- 
den A, und A, in Ansehung der Punkte a,, B,, (a, ....- 
Unna Das Cas.cee projectivisch, folglich sind auch die 
Geraden A und A, in Ansehung der Punkte a, 6, 5, ..... 
enden, det projectivisch, und es müssen bei 
ihren vereinigten entsprechenden Punkten nothwendiger- 
weise auch die zugehörigen Strahlen aufeinander fallen, 
die sodann jene Geraden sind, welche der Aufgabe 
genügen. 

Die vorstehende Aufgabe (2.) wurde von Ger- 
gonne im XVII. Bd. S. 83. seiner Annales de ma- 
thematiques ' zur Lösung aufgestellt, und zwar mit 
der Forderung, dafs die gesuchten Geraden in aller 
Strenge konstruirt werden sollen (construire rigoureu- 
sement la droite qui etc.), weil er vermuthlich die Kon- 
structionen bei den damals bekannten Auflösungen, wel- 
che mittelst Coordinaten oder durch Projection (Geo- 
metrie descriptive) ausgeführt waren, ungenügend fand. 
Ich habe darauf im Bd. I. $. 268. des Journal für 
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Mathematik eine Auflösung dieser Aufgabe bekannt 
gemacht, und fast gleichzeitig erschien auch in den 'ge- 
nannten Annales Bd. XVHIL. S. 182. eine Auflösung 
derselben von Bobillier undGarbinsky. Diese zwei 
Auflösungen stimmen jedoch in Einigem mit denen über- 
ein, welche Petit und Brianchon sehon früher (im 
Bd. 1. S. 434. der Corresp. sur l'Ecole Pelyt.) ge- 
geben hatten, die mir aber erst später zu Gesichte ka- 
men. Im erwähnten Journal Bd. V. S. 174. erschien 
ferner eine dritte Auflösung, die indessen ver den frü- 
heren wenig Vorzüge zu haben scheint, nur: dafs sie 
durch Hülfe' der Coordinaten geführt ist. Die vorste- 
hende Auflösung ist unstreitig unter allea hier genann- 
ten bei weitem die einfachste und bequemste, und’ dürfte 
als solche wohl der Gergonne”schen Forderung Ge 
nüge leisten. | 

Eine andere Aussage der obigen Aufgabe, unter 
welcher sie von Brianchon und Petit a. a. ©. gelöst 
worden, ist folgende: 

3) „Die gegenseitigen Durehschnittspunkte 
eines gegebenen einfachen Hyperboloids und 
einer gegebenen Geraden zu finden.” 

Werden irgend drei Gerade des Hyperboloids, die 
‘zu einer Schaar gehören, als: die vorgenannten (2.) drei 
Geraden A,, A,, A,, und wird die gegebene Gerade, 
als die vorige Gerade A angesehen, so: sind alsdann die 
vereinigten entsprechenden Punkte der Geraden A, A, 
die bier zu findenden Durchnittspunkte. 

Dieselbe Aufgabe kann ferner auch in. nachstehende 
Aussage eingekleidet werden: 

4) „Wenn irgend zwei einfache alsihen 
toide H, H, und irgend zweiGerade A,, A,, die 
in beiden Hyperboloiden, aber nicht in einer 
Ebene liegen, gegeben sind, so sollen die übri- 
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gen Geraden gefunden werden, welche die Hy- 
perboloide gemein haben.” 

Da: die zwei gegebenen Geraden A,, A, nicht in 
‘ einer Ebene liegen, so gehören sie in jedem Hyperbo- 
loid zu einer Schaar Gerader .($, SL, IV,); wird aus 
jeder dieser. zwei Schaaren irgend. eine. dritte Gerade 
angenommen, und werden ‚diese‘ zwei neuen Geraden 
als die’ obigen (2.) Geraden A, A, angesehen, so. wer- 
den offenbar diejenigen Geraden, welche. die vier Ge- 
raden A, A,, A,, Az schneiden, der gegenwärtigen Auf- 
gabe genügen, so dafs also die Hyperboloide, aufser 
‘den: gegebenen Geraden A,, A;,, im Allgemeinen noch 
zwei..andere Gerade, etwa e,k.($,. 17.), gemein haben, 
welche die ersten zwei schneiden, und also: nicht mit 
ihnen aus ‚einer Schaar sind. : Dafs- die Hyperboloide 
H, H, nicht mehr als’zwei Gerade von jeder Schaar 
gemein haben können, ist einleuchtend, weil jedes von 
ihnen durch drei zu einer. Schaar gehörige Gerade be- 
stimmt wird ($. 51, 1IV.). Hierdurch ist: also zugleich 
der' nachstehende Satz erwiesen. 

5) „Wenn zwei einfache Hyperboloide ir- 
gend zwei :Gerade A,,. As, die nicht in einer 
Ebene liegen, gemein.haben, so schneiden sie 
einander.aufserdem im Allgemeinen in noch 
zwei:andern (seraden e, k, welche mit jenen 
zweien, in Bezug auf jedes Hyperboloid, nicht 
aus einer Schaar sind; oder sie können aber 
auch einander aufserdem entweder «) in: (längs) 
einerandern Geraden (ek), diemitjenen zweien 
nicht aus einer Schaar ist, berühren,:oder P) 
gar nicht treffen (2, Aufl.).” 

Im letzten. Falle. (#) kann man sagen, die Hyper- 
holoide schneiden «einander aufserdem in zwei imaginä- 
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ren (zeradens Der zweite Fall («) giebt;durch Umkeh-: 
rung den folgenden besondern Satz, | bay 

6). „Wenn zwei einfache ae bölade ein- 
anderineinerGeraden (ek) berühren;)so: sehnei- 
den sie einander:nebstdem im Allgemeinen in 
zwei’ Geraden A,,"A,, welche in jedem Hyper-: 
boloid zu einer Schaar gehören; oder sie kön-: 
nen sich auch in seiner zweiten: Geraden (A,A,), 
die mit jener (ek) in jedem Hyperboloid nicht‘ 
zu einer Schaar gehört, berühren, oder sieh, 
Be nicht weiter begegnen.” er 

58, Der erfinderische 'Moebius hat! zuerst ent 

Satz: bekannt gemacht und bewiesen *): 

„Dafs es nämlich solche Paare (irregu- 

läre) Teetraäder geben könne, wovon je- 

‚des dem andern (um- oder) eingeschrie- 

ben ist, d.h,, wovon die Ecken eines’ je- 

den imden Flächen des andern, oder in 
deren Ebenen, liegen.” 

Die vorhergehenden Untersuchungen gErhben nicht 
nur eine anschauliche leichte Darstellung der Richtigkeit 
dieses Satzes, sondern sie gestatten auch eine deutliche 
Einsicht in den Spielraum seiner Möglichkeit unter ge- 
wissen ‚gegebenen Bedingungen. Zu diesem Endzweck 
möge folgende Aufgabe .aufgestellt und über ihre Lö- 
sung einige Andeutungen hinzugefügt werden. 

„Wenn ein beliebiges TetraäderT gegeben 
ist, ein anderes r zu beschreiben, dessen Ec- 
ken in den Flächen des ersten, oder in deren 
Ebenen, liegen, und dessen Flächen, oder de- 
ren Ebenen, durch dieEcken des ersten gehen, 


*) Im Journal für Mathematik Bd. Ill. S. 273. 
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und zwar wenn zwei Ecken des zweiten Te- 
traöders r gegeben sind.” Er 

Ueber diese Aufgabe kann zuvörderst folgendes be- 
merkt werden. 

: Es seien A, B, C, D die Ecken des ersten Tetra- 
€ders T, und «, #, 7, ö die des zweiten, Man nehme 
an, die Ecken des zweiten sollen nach folgender 'Ord- 
nung in den Flächen ‚des ersten, oder in deren Ebenen, 
liegen; | 

L: «BED, AACD, yABD, SABC, 
wo z.B. «BCD heifst: die Ecke « liege in der Ebene 
der Fläche BCD. Nach dieser Annahme bleibt nun 
noch die Rangordnung frei, nach welcher die Flächen- 
ebenen des zweiten Tetraöders r durch die Ecken des 
ersten T gehen sollen; diese gestattet, nach der blofsen 
Combination der Buchstaben, 24 verschiedene Fälle (8, 
25, Note.). Diese 24 Fälle sind in Hinsicht der Zahl 
der Auflösungen, ‘die sie zulassen, wesentlich von ein- 
ander unterschieden, und zerfallen in dieser Beziehung 
in drei Abtheilungen, wovon z. B. zur ersten Abthei- 
lung folgende vier Fälle gehören; 
1. Aßyö, Bayö, CGaßd, Dafy......(a) 
1. J% Aapy, Baßd, Cayo, 2 | 
"43. Aapd, Baßy, CRyd, Dayöf.,...(b) 
4. Aayö, B@yö, Caßy, Daß 
welche, wie durch die Unterabtheilungen (a), (b) ange- 
deutet wird, im Wesentlichen nur zweierlei Art sind, 
In jedem dieser vier Fälle kommen der vorgelegten Auf- 
gabe unendlich viele Auflösungen zu, (dagegen scheint 
bei den übrigen Fällen theils nur eine einzige, theils 
gar keine Auflösung möglich zu sein), 
Als Beispiel soll nun der vorstehende Fall (1.) hier 
näher betrachtet werden. 
Es sei ABCD (Fig. 54.) das gegebene Tetraäder T, 
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und etwa «, y die zwei gegebenen Ecken des zweiten, 
zu beschreibenden, Tetraäders r. Da durch die drei 
gegebenen Punkte B, «, y die Ebene B«yö bestimmt 
ist, in welcher die Ecke Ö liegt (II, 1.), und da letztere 
auch in der Flächenebene ABC liegen mufs (I.), so ist 
folglich ihr Ort auf die Durchschnittslinie Bd dieser 
zwei Ebenen beschränkt. Ebenso mufs die andere, zu 
suchende Ecke £ einerseits in der Ebene D«y und an- 
dererseits in der Ebene ACD liegen, so dafs folglich 
ihr Ort auf die Durchschnittslinie Dd dieser zwei Ebe- 
nen beschränkt ist. Da nun ferner von den zu finden- 
den zwei Flächenebenen APyd, Caß5 (IH, 1.) jede 
durch die zweiEcken f, ö geht, so dafs die Kante %d 
in ihrer Durchschnittslinie liegt, so kommt es folglich 
nur darauf an, durch die zwei gegebenen Geraden Ay, 
Ca'zwei Ebenen so zu legen, dafs ihre Durchschnitts- 
linie die zwei gegebenen Geraden Bb, DD schneidet, 
oder, was eben so viel ist, eine Gerade zu finden, wel- 
che die vier Geraden Aya, Bb, Get, Dd schneidet, 
Wird aber bemerkt, dafs diese vier Geraden bereits 
von den drei Geraden AG, BD, «y geschnitten wer- 
den, so folgt, dafs es von einer unzähligen Schaar Ge- 
rader geschehen kann, zu welchen diese drei gehören 
($. 51.), und zwar folgt, dafs jede Gerade, welche ir- 
gend drei derselben schneidet, auch jedesmal der vier- 
ten begegnet. Daher sind auch unzählige Tetraöder r 
möglich, welche der vorgelegten Aufgabe genügen, und 
zwar dergestalt, dafs z. B. jeder Punkt in der Geraden 
Bb als die zu suchende Ecke ö angenommen werden 
kann, wodurch sodann die andere Ecke £ bestimmt 
und nach (8.51, I.) leicht zu finden ist (und zwar bei 
der hier zu Grunde gelegten Figur „blofs durch Zie- 
hen dreier Gerader zwischen gegebenen Punk- 
ten” gefunden wird). Oder cs folgt daher, dafs der 
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Kante £öd des zu 'beschreibenden Tetraäders, für alle 
ihre verschiedenen Lagen, in welchen sie der Aufgabe 
genügen kann, ein ‚Spielraum frei steht, in welchem’ sie 


ein einfaches Hyperboloid: beschreibt: ($, 51, IV.), und 


dafs dabei die zwei Ecken £, ö die: ihnen zukommen- 
den Ortslinien Dd, Bb projectivisch tbeilen. 

Aus dieser Auflösung ergiebt sich somit: zugleich 
der folgende Satz. ae 

„Wenn ein beliebiges Tetraöder T er ir- 
gend zwei Punkte a, y, welche in zwei Flächen- 
ebenen desselben liegen, gegeben’ sind, so 
giebt es unzählige andere Tetraäder 7, welche 
jenem nach der obigen Art (li, 1.) zugleich um- 
und eingeschrieben sind, und wovon jedes 
jene zwei Punkte zu Eckpunkten hat; der Ort: 
ihrer übrigen Eckpunkte £, ö istauf zwei be- 
stimmte Gerade Dd, Bb beschränkt, und zwar 
dergestalt, dafs diese Geraden inAnsehung der 
zusammengehörigen Eckpunktenpaare projec-: 
tivisch sind, und: dafs folglich der Ort der 
diese Eckpunkte verbindenden Kante fÖ ein 
einfaches Hyperboloid ist.” 

Es mag noch bemerkt werden, dafs beiden drei 
übrigen Fällen (Il, b.) ähnliche Auflösungen statt fin- 
den, wie die vorstehende, und dafs aus ihnen gleiche 
Resultate folgen. *) 


*) Es wäre wohl zu wünschen, dafs sich Jemand: die Mühe 
gäbe, die obige Aufgabe vollständig zu erörtern, d. h, das Eigen- 
ihümliche aller möglichen Fälle derselben in’s Klare brächte, und 
die däbei statt findenden Umstände erforschte. Die vorstehende 
Auflösung zeigt, wie diesem Gegenstände durch projectivische Ei- 
genschaften beizukommen sei. Bei meiner flüchtigen Untersuchung 
fand ich unter andern noch: „Dals wenn zwei Tetraöder T,r 
nach einer der obigen drei Arten (II, b,) einander um- 
schrieben sind, sie alsdann aulserdem solche gegen- 
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Allgemeine Anmerkung; 


Ueber Abhängi igkeit einiger Systeme verschiedenar- 
tiger ie von einander. 


59. Das einfache Hyperboloid giebt, vermöge, der 
ihm zukommenden, Eigenschaften und namentlich ver- 
möge seiner doppelten Erzeugung durch projectivische 
Gebilde, ein Mittel an die Hand die gegenseitige Ab-. 
hängigkeit gewisser Systeme verschiedenartiger Figuren 
von einander klar darzuthun, die Uebertragung der 
Eigenschaften jedes Systems auf alle übrigen leicht zu 
bewerkstelligen, und zugleich auch jedes System in 
jedes andere zu verwandeln. . Dieser Gegenstand ge- 
hört eigentlich dem zweiten Abschnitte an, (weil dieser 
das Aufeinanderbezieben der Ebenen und der Strahlbü- 
schel enthalten wird), wo er (so wie im vierten und 
fünften Abschnitte) seine vollständige Erörterung finden 
wird; wegen seiner nahen Verwandtschaft mit dem eben 


seitige Beziehung haben, dafs jedes Paar gegenüber 
liegender Kanten des einen Tetraöders mit einem be- 
stimmten Paar gegenüber liegendenKanten des andern 
in einem einfachen Hyperboloid liegen;” u. s. w. Bei 
der Lösung der übrigen 20 Fälle der obigen Aufgabe (die aufser 
den 4 erwähnten (II.) anscheinend statt finden können) dürfte die 
frühere Aufgabe ($. 57, 2.) behülflich sein. Werden solche Auf- 
lösungen, wo das zu beschreibende Tetra&der x in einen Grenzfall, 
d. i. in eine Gerade übergeht, mit gezählt, so möchten wohl bei 
jedem der 20 Fälle zwei Auflösungen statt finden; so vertrat z. B, 
beim oben betrachteten Falle (II, 1.) jede der drei Geraden AC, 
BD, «y einen solchen Grenzfall. 

5% der obigen Aufgabe könnten ferner auch, anstatt der zwei 
Eckpunkte «, 7, entweder zwei Flächenebenen, oder eine Flächen- 
ebene und eine Ecke des zu beschreibenden Tetraäders als gege- 
ben angenommen werden. Uebrigens sind alle diese Aufgaben nur 
die einfachsten Fälle von Ind ausgedehnteren Aufgaben, die 
sich ähnlicherweise durch projectivische. Eigenschaften lösen lassen, 
wie jene in ($. 56,). 
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Abgehandelten glaubte ich jedoch ihn schon hier kurz 
berühren zu müssen, | 

l. Bei den vorbergehenden Untersuchungen wurde 
eine Gerade X im Raume auf doppelte Weise, d. h., 
in Hinsicht zweier (Gcbilde, betrachtet, nämlich ent- 
weder als eigentliche Gerade X (d. i. als eine un- 
endliche Menge Punkte enthaltend), oder als Ebenen- 
büschel A (d. i. als Axe des Ebenenbüschels). In die- 
ser doppelten Hinsicht steht daher eine Gerade A mit 
allen Punkten und allen Ebenen im Raume in folgen- 


der Beziehung; 
Als Ebenenbüschel A 
„Jeder Punkt liegt in ir- 
gend einer-seiner Ebenen;" 


Als Gerade X 
„Jede Ebene geht dureh 
irgend einen ihrer, Punkte;” 


Oder: 


„Sie (die AxeNX) bestimmt 


„Sie' bestimmt mit jeder 


mit jedem Punkt (der nicht Ebene (in der sie nicht 


in ihr liegt), eine Ebene.’ 


liegt), einen Punkt.” 


Werden nach dieser zweifachen Hinsicht zwei Ge- 
rade U, 4, im Raume zugleich betrachtet, und zwar 
mit Beziehung aufeinander, so sind dabei folgende we- 
sentliche Umstände zu bemerken: | 


„Jede Ebene des einen 
Ebenenbüschels schneidet 
den andern Ebenenbüschel 
in einem ebenen Strahlbü- 
schel; die gesammten Strah« 
len aller dieser Strahlbü- 
schel, oder die gesammten 
Strahlen, in welchen die 
Ebenen beider Ebenenbü- 
schel einander paarweise 
schneiden, erfüllen ein- 
fach den ganzenRaum, d.h. 
durch jeden Punkt des 
Rauns (der nicht in einer 
der zwei Axen liegt) geht 


„Jeder Punkt der einen 
Geraden bestimmt mit den 
Punkten der andern Gera- 
den einen ebenen Strahlbü- 
schel; die gesammtenStrah- 
len aller dieser Strahlbü- 
schel, oder die gesammiten 
Strahlen, welche die Punk- 
te beider Geraden, paar- 
weise genommen, mit ein- 
ander bestimmen, erfüllen 
einfach den ganzen Raum, 
und zwar liegt in jeder 
Ebene (die durch keine der 
zwei Geraden geht) irgend 


59, U. Ueber Abhängigk. verschiedenartiger Figuren. 253 


irgend einer von diesen einer von diesen Strahlen, 
Strahlen, aber nur ein ein- aber nur ein einziger; so 
ziger; so dafs also jede be- dals also jeder beliebige 
liebige Ebene sich mit ir- Punkt mitirgend zweiPunk- 
send zweiEbenen der zwei ten der zwei Geraden in 
Ebenenbüschel in einem einem solchen Stralle 
solchen Strahle schneidet.” liegt.” 

Von diesen Strahlen, welche auf die eben angege- 
bene Weise durch zwei Ebenenbüschel oder durch 
zwei Gerade WV, U, im Raume bestimmt werden, weils 
man nun aus früheren Untersuchungen ($. 51.), dafs 
jedesmal diejenige Schaar unter ihnen, die irgend ei- 
ner beliebigen dritten Geraden A (oder [,) begegnen, 
in einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafs einer- 
seits die Ebenenbüschel Y, X, in Ansehung der Ebe- 
nenpaare, welche diese Schaar Strahlen zu Durchschnitts- 
linien haben, und andererseits die Geraden W, U, in 
Ansehung der Punktenpaare, in welchen sie von dieser 
Schaar Strahlen getroffen werden, projectivisch sind, 
u. s w. Mit Rücksicht auf alle diese Umstände lassen 
sich nachstehende interessante Betrachtungen leicht be- 
werkstelligen. 

I. Bringt man mit den zwei Doppelgebilden Y, 
A, irgend zwei Ebenen E, E, in Verbindung, se kön- 
nen die letzteren, mittelst der durch die erstern be- 
stimmten Strahlen (I.), auf eigenthümliche Weise auf- 
einander bezogen werden. Uın bei dieser Untersu- 
chung der Vorstellung zu Hülfe zu kommen, stelle et- 
wa in (Fig. 55.) dasPapier dieEbene E dar, wo nän- 
lich alle nicht punktirten Linien in dieser Ebene 
liegen. Es sei die Gerade ee, die Durchschnittslinie 
der Ebenen E, E,, und r und s, z, und y, seien die 
Punkte, in welchen die Geraden oder Axen WU, X, von 
den Ebenen E, FE, getroffen werden, so dafs also rs, 
2,yı oder x, t, diejenigen ‚zwei Strahlen des genannten, 
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durch die Axen W, A, bestimmten Strahlsystems (I.) 
sind, welche in den Ebenen E, E, liegen. Ferner 
seien t, x, die Punkte, in welchen die Strahlen tı, x 
den Ebenen E, E, begegnen, und welche mit den vor- 
genannten Punkten die Geraden tr, ts oder y, zZ; XıZ, 
XıYı, oder sı, rı bestimmen. Hat man alle diese Ele- 
mente genau fixirt, so lassen sich weiter folgende Eigen- 
schaften angeben. 

1) Die zwei Ebenen E, E, werden mittelst des 
genannten Strahlsystems dergestalt aufeinander bezogen, 
dafs, im Allgemeinen, jedem Punkt der einen Ebene 
ein bestimmter Punkt in der andern Ebene ent- 
spricht, d. h., durch jeden beliebigen Punkt a in 
E geht ein einziger bestimmter Strahl a (der die Axen 
A, A, schneidet, in ®, 9, und), der die E, in irgend 
einem bestimmten Punkte a, trifft, welcher der „ent- 
sprechende” jenes Punktes, oder dessen „schiefe 
Projection,” heifsen soll. Von dieser bestimmten 
Beziehung machen nur folgende Punkte eine wesent- 
liche Ausnahme. % 

Da nämlich allen Punkten r, s, £, ..... der Ebene 
E, welche in dem vorhin erwähnten Strahle x liegen, 
offenbar dieser Strahl gemeinschaftlich zugehört, so 
wird folglich der einzige Punkt x,, in welchem der- 
selbe die Ebene E, trifft, allen jenen Punkten zugleich 
entsprechen. Und da ferner alle Strahlen, welche von 
dem Punkte yı, in E,, ausgehen, in der Ebene y, A 
liegen und in dieser einen ebenen Strahlbüschel yı bil- 
den (l.), so werden sie nothwendiger Weise die Ebene 
E längs der Geraden y, d. h. längs der Durchschnitts- 
linie der Ebenen y,W\ und E, treffen, so dafs folglich 
allen Punkten r, t, 9, ..... dieser Geraden y in E der 
‚einzige Punkt y, in E, entspricht. Eben so haben alle 
Punkte s, t, 3, ..... der Geraden z in E, den Punkt 
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z, zu ihrem gemeinschaftlich entsprechenden Punkte in 
E,. Aus gleichen Gründen entsprechen ähnlicherweise 
den sämmtlichen Punkten der drei Geraden r,, 51; tı 
in der Ebene E,, die drei einzelnen Punkte r, s, t in 
der Ebene E. Diese besondere Eigenschaft der Punkte 
r, s, t und 2,, yı; x, hat auf die. nachfolgenden Resul- 
tate grofsen Einflufs, so dafs die meisten sich mehr 
oder weniger auf dieselben beziehen, daher mögen die 
Dreiecke rst, z,yıx, unter dem Namen „Hauptdrei- 
ecke” der Ebenen E, E, festgehalten werden. Die 
Hauptdreiecke haben nach den eben bemerkten Eigen- 
schaften solche gegenseitige Beziehung, dafs die sämmt- 
lichen Punkte der Seiten (x, y, z, oder rı, Sı, tı) eines 
jeden, den einzelnen Eckpunkten (xı, Yı, Zı, oder 
r, s, t) des andern entsprechen. 

" Endlich 'nag auch noch bemerkt werden, dafs je- 
der Punkt in der Durchschnittslinie ee, der Ebenen 
 E, E, sich selbst entspricht, oder mit seinem entspre- 
chenden vereiniget ist, weil offenbar der einem solchen 
Punkte zugehörige Projectionsstrahl beide Ebenen in 
demselben zugleich trifft. 

Wie zu irgend einem gegebenen Punkt in der ei- 
nen Ebene, ‘der entsprechende in der andern Ebene 
gefunden wird, ist leicht zu sehen, nämlich, wenn etwa 
a, in E, der gegebene Punkt ist, so wird der zugehö- 
rige Projectionsstrahl a offenbar dadurch ‘gefunden, dafs 
man die Ebenen aX, a, legt, deren Durchschnitts- 
linie er sein mufs (1.), und sodann wird dieser Strahl 
a der Ebene E, in dem gesuchten entsprechenden Punkte 
a, begegnen. Der Punkt a, kann daher auch blofs 
durch Ziehen zweier Paar Gerader in den Ebenen E, 
E, gefunden werden, denn zieht man aus dem gegebe- 
nen Punkt a durch den Punkt r die Gerade art, welche 
die Durchschnittslinie ee, in dem Punkte vr, trifft, und 
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zieht sodann, in E,, die Gerade z,r,, so mufs in die- 
ser der gesuchte Punkt a, liegen; und da ähnlicher- 
weise durch die Gerade as8, in E, eine Gerade y, 8,, 
in E,, bestimmt wird, in welcher ebenfalls der Punkt 
A, liegen mufs, so ist folglich der letztere der Durch- 
schnittspunkt der zwei Geraden zırı, Yı8ı- 

2) Es ist nun weiter anzugeben, welche Beziehung 
irgend zwei entsprechende Figuren in den Ebenen E, 
FE, zu einander haben, und nach welchen Gesetzen 
ihre Eigenschaften von einander abhängen; und zwar 
entsteht zunächst die Frage, welche Figur einer Gera- 
den, und sodann welche Figur irgend einer bestimmten 
krummen Linie entspreche? Die Antworten hierauf er- 
geben sich aus dem Vorhergehenden fast unmittelbar, 
nämlich wie folgt. 

a) Einer beliebigen Geraden in einer der zwei 
Ebenen E, E,, z. B. der Geraden A in E, entspricht 
offenbar in der andern Ebene FE, irgend ein Kegel- 
schnitt [A,]; denn alle Projectionsstrahlen, welche jene 
Gerade treffen, oder ihre sämmtlichen Punkte auf die 
Ebene E, projieiren, liegen in einem einfachen Hyper- 
boloid, (1), welches die Ebene E, in dem genannten 
Kegelschnitte schneidet ($. 51, IV, .4.). Da die Gerade 
A die Seiten x, y, z des Hauptdreiecks in den Punk- 
ten X, Y, 3 schneidet, so geht folglich, vermöge dieser 
Punkte, der Kegelschnitt [A,] durch die drei Punkte 
Xı, Yı, Zı (l.), so dafs er also dem Hauptdreieck x, yıZı 
umschrieben ist: Ferner geht der Kegelschnitt auch 
durch :den nämlichen Punkt ee,, in welchem die Ge- 
rade A der Durchschnittslinie ee, begegnet (1.). Natür- 
licherweise mufs auch umgekehrt jedem beliebigen, 
dem Hauptdreieck x,yıZı umschriebenen Kegelschnitt 
[A,], irgend eine Gerade A, in E, entsprechen; dieses 
folgt auch in der That daraus, dafs alle Projections- 

strahlen 
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strahlen eines solchen Kegelschnitts (d. h. alle Strahlen, 
die durch seine sämmtlichen Punkte gehen), zufolge 
($. 51, IV, 9, a.),; ebenfalls in einem einfachen Hyper- 
boloid liegen, und da dasselbe von der Ebene E of- 
fenbar in dem Strahle x (der dem Punkte x, zugehört) 
geschnitten wird, so mufs es von ihr noch in irgend 
einer andern Geraden A geschnitten werden ($. 51, IV, 
3.), welche dem gegebenen Kegelschnitte [A,] ent- 
spricht. 

Es ist klar, dafs alles was hier von der Ebene E, 
gesagt worden, auch umgekehrt in entsprechendem Sinne 
von der Ebene E gilt. 

In dem was über die Gerade A gesagt worden, 
findet nur dann eine wesentliche Ausnahme, oder ein 
besonderer Fall statt, wenn diese Gerade durch einen 
der drei Hauptpunkte r, s, t geht, nämlieh alsdanı 
entspricht ihr in der Ebene E, ebenfalls eine Gerade 
A,, welche beziehlich durch einen der drei Punkte 
Z1, Yı, Xı geht. Denn geht z, B. die Gerade A durch 
den Punkt r, wie etwa art, so liegen offenbar alle ihr 
(oder ihren sämmtlichen Punkten) zugehörigen Projec- 
tionsstrahlen in der Ebene AX oder rl, und daher 
mufs ihr nothwendigerweise diejenige Gerade A, ent- 
sprechen, in welcher jene Ebene die Ebene E, schnei- 
det, und welche also durch den Punkt z, geht (also 
die Gerade r,a,z,); und zwar müssen die Geraden 
A, A, perspectivisch sein, und namentlich den Punkt, 
in welchem die Axe {, von jener Ebene AY getroffen 
wird, zum Projectionspunkt haben (l.) und einander in 
der Durchschnittslinie ee, schneiden (im Punkte rr,). 
Achnliches findet statt, wenn die Gerade A durch den 
Punkt s geht. Geht sie aber durch den Punkt t, so 
liegt sie zwar nicht mehr mit der Geraden Ay, die 
dann durch den Punkt x; geht, in einer Ebene, son- 
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dern in diesem Falle liegen sie in einem einfachen Hy- 
perboloid, welches die Ebene E in den Geraden A 
und x, und die Ebene E, in den Geraden A, und 2, 
schneidet; denn da die Gerade A’ durch den Punkt t 
geht, so ist allemal t, ein Projectionsstrahl derselben, 
und dann mufs die Ebene E, das genannte Hyperboloid 
noch in einer andern Geraden A, schneiden, welche 
nothwendigerweise durch den Punkt x, geht, weil x 
jedesmal Projectionsstrahl der Geraden A ist”). 

Es giebt demnach in den zwei Ebenen E, E, drei 
Paar Strahlbüschel, nämlich r und z,, s und yı, t und 
x,, deren Strahlen, als Gerade A und A, betrachtet, 
einander paarweise entsprechen, und welche, wie leicht 
zu sehen, in Ansehung dieser Strahlenpaare projecti- 
visch sind, und zwar liegen sowohl r und z,, als s und 
yı perspectivisch, weil sie die Durchschnitte der Ebe- 
nen E, E, und der Ebenenbüschel X, A, sind, oder 
weil ihre entsprechenden Strahlen (wie rr, z,tı) sich 
in der Geraden ee, schneiden. 


Demnach hat man fürs erste das folgende .Geselz. 

„Den gesammten Geradenin einer der zwei 
Ebenen E, E,, ausgenommen die Strahlen der 
drei Strahlbüschel (r, s, t oder z,, Yı, %ı), deren 
Mittelpunkte die Spitzen des Hauptdreiecks 
sind, entsprechen in der andern Ebene die ge- 
sammten Kegelschnitte, welche dem Haupt- 
dreieck umschrieben werden können, und 
auch umgekehrt.” Und ferner: „DieGeraden, wel- 
che Strahlen der genannten Strahlbüschel sind, 


*) Gehen die Geraden A, A, durch die Punkte r und z,; 
oder s und y,, so Sind sie in zwei bestimmten Lagen projecti- 
visch ähnlich, gehen sie aber durch die Punkte t und X, 80 
findet dieses nur in einer Lage statt, 
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entsprechen einander paarweise, nämlich es 
entsprechen sich die Strahlen der Strahlbü- 
schel r und z,, s und y,, tund x,, und es sind 
diese Strahlbüschel, in Ansehung ihrer ent- 
sprechenden Strahlenpaare, projectivisch, und 
zwar sind die zwei ersten Paar Strahlbüschel perspec- 
tivisch, so dafs jedes Paar die Durchschnittslinie ee, 
zum perspectivischen Durchschnitt hat, wogegen vom 
dritten Paar (t und x,) zwei entsprechende Strahlen in 
dieser Linie vereinigt sind; auch sind ferner je zwei 
entsprechende Strahlen von r und z,. oder s und yı 
perspectivisch, und ihr Projectionspunkt liegt in der 
Axe X, oder 2; dagegen erzeugen je zwei entspre- 
chende Strahlen von t und x,, ein einfaches Hyperbo- 
loid, und diese Schaar Hyperboloide haben die vier 
Geraden W, Aı, x, tı gemein.” 

b) Ein eigenthümlicher Fall, der zwar, wie man 
sehen wird, sehon in dem vorstehenden Gesetz mit in- 
begriffen ist, verdient, wegen seines Einflusses auf spä- 
tere Resultate, hier noch näher erörtert zu werden. 
Es kann nämlich gefragt werden, welches in jeder der 
zwei Ebenen E, E, der Ort derjenigen Punkte sei, de- 
ren entsprechende in der andern Ebene unendlich ent- 
fernt liegen? Diese Frage läfst sich folgendermafsen 
leicht beantworten. ’ 

Alle Projectionsstrahlen, welche nach den unend- 
lich entfernten Punkten einer der zwei Ebenen, z. B. 
der Ebene E, gerichtet sind, sind nothwendigerweise 
mit ihr parallel, und liegen folglich in einem hyper- 
bolischen Paraboloid (8. 52, I, 2, e.), welches von 
der Ebene E, in einem Kegelschnitt, und zwar im All- 
gemeinen in einer Hyperbel, geschnitten wird. Dieser 
Kegelschnitt, der durch [Q,] bezeichnet werden mag, 
gcht offenbar durch die drei Punkte z,, Yı, Xı, weil 
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durch jeden dieser Punkte ein der Ebene E paralleler 
Projectionsstrahl geht (denn auch der Strahl x, welcher 
durch den Punkt x, geht, ist als dieser Ebene parallel 
anzusehen). Auch folgt, dafs eine Asymptote des Ke- 
gelschnitts | Q,], oder im Fall er eine Parabel ist, dafs 
seine Axe der Durchschnittslinie ee, parallel sei, weil 
nämlich E eine Asymptotenebene des Parabolcids ist 
($. 52.). (Aus gleichen Gründen folgt, dafs die andere 
Asymptote derjenigen Geraden parallel ist, in welcher 
die Ebene E, von derjenigen Ebene geschnitten wird, 
die durch A oder 2, geht und mit 4, oder A pa- 
rallel ist). 

Da nun aber. jedem dem Hauptdreieck z, yıX%,, in 
E,, umschriebenen Kegelschnitt, irgend eine Gerade 
in E entspricht (a.), so sind demnach alle unendlich 
entfernten Punkte der Ebene E, als in einer Geraden 
Q liegend anzusehen*), welcher nämlich jener Kegel- 
schnitt [Q,] entspricht. Achnlicherweise mufs den. un- 
endlich entfernten Punkten der Ebene E,, oder ihrer 
unendlich entfernten Geraden, welche R, heifsen mag, 
ein bestimmter Kegelschnitt [R] in E entsprechen, 
welcher dem Hauptdreieck rst umschrieben ist, u. s. w. 
Wenn insbesondere einer der zwei Kegelschnitte [R], 
[Q,] eine Parabel ist, so ist es der andere ebenfalls, 
was leicht nachzuweisen ist; u. s. w, 

Also folgt: 

„Dafs den unendlich entfernten Punkten 
jeder der zwei Ebenen E, FE, ein bestimmter 
Kegelschnitt [Q,J oder [R] in der andern Ebene 
entspricht, welcher dem Hauptdreieck um- 


*) Dieses ist in der Perspectivlehre ein bekannter alter Satz; 
im. zweiten Abschnitt wird er einfacher und klarer dargestellt 
werden. 
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schrieben ist, so dafs also jene Punkteals in 
einer Geraden Q oder R, liegend angesehen 
werden müssen; von jedem der zwei Kegel- 
schnitte, die imAllgemeinen Hyperbeln sind*), 
ist eine Asymptote der Durchschnittslinie ee, 
parallel; ist einer derselben eine Parabel, so 
ist es auch der andere, und daun sind ihre 
Axen der Linie ee, parallel.” 

c) Ueber die vorstehenden Resultate (a, b.) sind 
noch folgende nähere Umstände anzugeben. Wenn 
nämlich der Geraden A, wie sie in (Fig. 55.) gezeich- 
net vorliegt, der Kegelschnitt [A,] entspricht, so wird 
jedem Kegelschnitt der sie berührt, und zugleich dem 
Hauptdreieck rst umschrieben ist, z. B. dem Kegel- 
schnitt der sie in a berührt und der durch [T] be- 
zeichnet werden mag, eine solche Gerade T,, in E,, 
entsprechen, welche den Kegelschnitt [A,] in demjeni- 
gen Punkte a, berührt, der jenem erstgenannten Punkte 
a entspricht; denn da A und [T] nur den einzigen 
Punkt a gemein haben, und da jedem Punkt in E, im 
Allgemeinen, nur ein einziger Punkt in E, entspricht, 
so können folglich auch [A,] und T, nicht mehr als 
ein Punkt gemein haben. | 

Da ferner die Strahlen ra und z,a, einander ent- 
sprechen, und zwar da den Punkten a, 3, die Punkte 
A,, zZ, entsprechen, so sieht man, dafs wenn der Strahl 
ra sich um r dreht, bis die Punkte a und 3, mit 3 zu- 
sammenfallen, dann der Punkt a, sich nach z, bewe- 
gen wird, bis er sich zuletzt mit ihm vereinigt, so dafs 
alsdann der Strahl z,r, den Kegelschnitt [A,] in z, 
berührt. Eben so wird die Tangente yıbı, welche 


*) Die unendlich entfernien Punkte dieser Hyperbeln entspre- 
chen einander. 
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den Kegelschnitt [A,] in yı berührt, durch den Strall 
syb bestimmt und gefunden. Und ebenso ist die Tan- 
gente im Punkte x,' derjenige Strahl, welcher dem Strahl 
tx entspricht. Also: 

„Wenn in den zwei San E, E, irgend 
eine Gerade und der ihr entsprechende Ke- 
gelschnitt, z, B. die Gerade A in E und der Ke- 
gelschnitt [A,] in E,, gegeben sind, so ent- 
spricht jeder beliebigen Tangente T, des Ke- 
gelschnitts ein bestimmter Kegelschnitt [T] in 
der andern Ebene, welcher jene Gerade A be- 
rührt, und zwar in demjenigen Punkte, der 
dem Berührungspunkt qa, jener Tangente ent- 
spricht; denjenigen Tangenten aber, welche 
den gegebenen Kegelschnitt in den Haupt- 
punkten %,, yı, 2, berühren, entsrechen die 
Geraden tg, sy, r3, die in der andern Ebene 
die Ecken des Hauptdreiecks mit denjenigen 
Punkten g, 9, 3 verbinden, in welchen die ge- 
genüber liegenden Seiten x, y, z von der gege- 
benen Geraden A geschnitten werden.” 

Für den vorerwähnten (b.) Kegelschnitt [Q,] fin- 
det man hiernach seine Tangente Yıbı im Punkte y,, 
wenn man den Strahl sb der Seite y parallel zieht, 
weil nämlich in diesem Falle die ihm entsprechende 
Gerade A (oder Q), und mitbin auch der Punkt y in 
Y unendlich entfernt ist, Ebenso wird dessen Tan- 
gente am Punkte z, und ähnlicherweise wird dessen 
"Tangente am. Punkte x, gefunden; oder die letztere 
kann auch mittelst der zwei erstern gefunden werden 
(S- 42, IV, 1.), Gleiches folgt für den Kegelschnitt [R]. 

Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Rück- 
sicht auf (8. 36, Ende) und (b.), kann man nun auch 
leicht erkennen, von welcher Art der Kegelschnitt sei, 
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welcher irgend einer Geraden in einer der zwei Ebenen 
E, E, entspricht, nämlich: 

„Der Kegelschnitt, welcher z. B. Dr Bora 
den A entspricht, ist entweder 1) Hyperbel, 
oder 2) Parabel, oder 3) Ellipse, je nachdem 
die Gerade A den Kegelschnitt [R] 1) schnei- 
det, oder 2) berührt, oder 3) gar nicht trifft.” 

d) Mittelst der bisherigen Resultate lassen sich 
nun weiter leicht die Haupteigenschaften derjenigen Fi- 
gur angeben, welche irgend einer gegebenen krummen 
Linie entspricht. Denn angenommen es sei C eine 
beliebige Curve nten Grades in der Ebene E und C, 
sei die ihr entsprechende in der Ebene E,, so wird, 
da C von jedem dem Hauptdreieck rst umschriebenen 
Kegelschnitt [rst], im Allgemeinen und höchstens, 
in 2n Punkten geschnitten werden kann, und da allen 
diesen Kegelschnitten die gesammten Geraden in der 
Ebene E, entsprechen (a.), die Curve C, von jeder 
dieser Geraden, im Allgemeinen und höchstens, eben- 
falls in 2n Punkten geschnitten, und folglich wird diese 
Curve, im Allgemeinen, vom 2nten Grade sein. 

Da ferner die’Curve C jede der drei Seiten x, y, 
z des Hauptdreiecks, im Allgemeinen, in n Punkten 
schneidet, so mufls die Curve C, die drei Hauptpunkte 
Xı, Yı, Zı zu sogenannten singulären Punkten haben, 
nämlich jeder derselben ist in Bezug auf sie ein n fa- 
cher Punkt (4), Die n Tangenten der Curve C, in 
jedem der drei Punkten x}, yı, zZ, sind vermöge der 
Durchschnittspunkte, in welchen die Seiten x, y, z von 
der Curve C geschnitten werden, sehr leicht zu finden, 
denn ist eiwa )) ein solcher Durchschnittspunkt, so ist 
der dem Strahble sy6 entsprechende Strahl y,b, eine 
Tangente der Curve C, im Punkte y, (c.). Berührt 
die Curve C eine der drei Geraden x, y, z, so ent- 
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spricht dem Berührungspunkt ein Rückkehrpunkt in 
der Curve C,, und zwar, so oft eine jener Geraden 
von C berührt wird, so viele Rückkehrpunkte der C, 
sind in dem, der jedesmaligen Geraden, entsprechenden 
‘ Punkte x,, yı, Z, vereiniget. Die einem Rückkehrpunkt 
zugehörige Tangente ist, ebenso wie vorhin, leicht zu 
finden, sobald nämlich der ihm entsprechende Berüh- 
rungspunkt gegeben ist, (Sind unter den genannten 
Rückkehrpunkten auch die Wendungs- oder Beu- 
gungspunkte mit inbegriffen?) 

Die Curve C, wird nothwendigerweise um 1, oder 
2, oder 3 Grad erniedrigt, wenn die ihr entsprechende 
gegebene Curve C durch 1, oder 2, oder alle 3 Haupt- 
punkte r, s, t geht (d. h. durch jeden nur einmal 
geht), weil nämlich unter diesen Umständen jeder der 
genannten Kegelschnitte [rst]'die Curve C, aufser je- 
nen Punkten, nur in 2n-1, oder 2n-2, oder 2n-3 
Punkten schneiden kann. 

Wenn insbesondere die gegebene Curve C nur 
vom 2ten Grad, also ein Kegelschnitt, ist, so ist dem- 
nach die ihr entsprechende Curve C, im Allgemeinen 
vom 4ten Grad und hat die drei Hauptpunkte x,, yı,2z, 
zu Doppelpunkten*), Oder wenn man die besondern 


*) Berührt der gegebene Kegelschnitt © alle drei Seiten x, y, z 
des Hauptdreiecks rst, so ist ©, , zufolge des Obigen, eine solche 
Curve 4ten Grades, welche die drei Hauptpunkte x, , Yır 2, zu 
Rückkehrpunkten hat; und weiter folgt, mit Rücksicht auf (42, IV, 
1, links.), dafs die drei Tangenten in den drei Rückkehr- 
punkten der Curve C, einander allemal inirgend einem 
Punkte treffen. — Findet dieses letztere bei jeder beliebigen 
Curve 4ten Grades, welche drei Rückkehrpunkte hat, statt? Oder: 
entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche dem Haupt- 
dreiseit xyz eingeschrieben werden können, auch die gesammten 
Curven 4ten Grades, welche die drei Punkte x,, yı > Z,, zu Rück- 
kehrpunkten haben? 
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Fälle mit zusammenfafst, so kann man sagen: „es sei 
C, entweder vom A4ten, oder 3ten, oder 2ten, oder 
lten Grad, je nachdem der gegebene Kegel- 
schnitt C entweder durch keinen, oder 1, oder 
2, oder alle 3Hauptpunkte r, s, t geht,” Der dritte 
Fall, wo nämlich C, vom 2ten Grade, und also auch 
ein Kegelschnitt ist, folgt auch aus ($. 51, IV, 9.), wo- 
nach, wenn z, B. der gegebene Kegelschnitt C durch 
die Punkte r, s geht, ‚dann seine sämmtlichen Projec- 
tionsstrablen in einem einfachen Hyperboloid liegen, 
welches von der andern Ebene E, in einem Kegel- 
schnitt C, geschnitten wird, der nothwendigerweise 
durch die Punkte z,, y, geht. Dasselbe folgt übrigens 
auch aus der Eigenschaft, dafs die Strahlbüschel r und 
Zı, s und y,, t und x, projectivisch sind (a... Denn 
geht der Kegelschnitt C etwa durch die Punkte s, t, | 
so erhalten die Strahlbüschel s, t durch ihn eine pro- 
jectivische Beziehung ($. 38, II.), da sie aber, wie 
schon bemerkt worden, beziehlich mit den Strahlbüscheln 
Yı, X, projectivisch sind, so sind folglich auch die letz- 
tern unter sich projectivisch und erzeugen einen Kegel- 
schnitt C,, welcher durch ihre Mittelpunkte y,, x, geht, 
und welcher offenbar dem Kegelschnitt C entspricht, 
Also: 

„Jedem Kegelschnitt GC in der Ebene E, 
welcher durch irgend zwei der drei Haupt- 
punkte r, s, t geht (aber nur durch zwei), ent- 
spricht in der andern Ebene E, ebenfalls ein 
Kegelschnitt G,, welcher durch die jedesmali- 
gen zwei entsprechenden Hauptpunkte z,, yı, x, 
geht; und auch umgekehrt.” 

3) Die vorstehenden Resultate (2) sind die Funda- 
mentalsätze über die Abhängigkeit der Figuren in den 
zwei Ebenen E, E, von einander. Es lassen sich aus 
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ihnen unmittelbar eine grofse Reihe weiterer Folgerun- 
gen entwickeln, die zu einigen interessanten Sätzen 
führen. Nach der Art, wie die Figuren in den zwei 
Ebenen von einander abhängen, ist nämlich klar, dafs 
gewisse Eigenschaften und Sätze, welche Figuren oder 
Gebilden in der einen Ebene zukommen, also die mei- 
sten Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., die im er- 
sten, und gegenwärtigen dritten Kapitel über projec- 
tivische Gebilde und sonstige Figuren in ‚der Ebene 
aufgestellt oder betrachtet worden sind, auch auf irgend 
eine analoge Weise in der andern Ebene (wenn auch 
bei ganz verschiedenartigen Figuren) statt finden müs- 
sen. Einige Beispiele werden hinreichen, diefs zu er- 
läutern. | 
Den Figuren und: Gebilden, ihren Eigenschaften 
und den ihnen zukommenden Sätzen und Aufgaben in 
der Ebene E, entsprechen folgender Gestalt die Figu- 
ren und Gebilde, deren Eigenschaften, Sätze und Auf- 
gaben in der Ebene E:: 
In der Ebene E ..... entspricht ..... in der Ebene FE, 


A. 
1) Einem bestimmten 


Punkte a: ; 
2) Den einzelnen Eck- 


1)Ein bestimmterPunkta,. 


2) Sämmtliche Punkte der 


punkten r,s, t des Haupt- 
dreiecks: 

3) Den drei 
scheln r, s, t: 

4) Einer Geraden A, wel- 
che durch keinen der drei 
Mlauptpunkte r, s, t geht: 

5) Vierharmonischen Punk- 
ien der Geraden A (vermöge 
3.): 

6) Irgend zwei Punkten 
@, <; der durch dieselben 
ltesiimmten Geraden A; und 


Strahlbü- 


Seiten r,,s,,t, des Haupt- 
dreiecks. 

3) Die dreiStrahlbüschel 
2415 JYı2 X 

4) Ein Kegelschnitt [A,], 
der durch die drei Haupi- 
punkte z,, y,, x, geht. 

5) Vier harmonische Punk- 
te des Kegelschnitis [A,] 
(6. 48, II). 

6) Zwei bestimmte Punk- 
te Q,, C,; der durch sie und 
durch die Haupipunkie z,, 
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dem durch dieselben und 
durch die Hauptpunkte Ds, t 
bestimmtenKegelschitt[T]: 

7) Irgend einem Strahl- 
büschel B, d. h..der Schaar 
Gerader die durch irgend 
einen Punkt B gehen: 


8)Da sich unter denStrah- 
len dieses Strahlbüschels 
B, im Allgemeinen und 
höchstens, zwei befinden, 
welche den oben (2, c) ge- 
nannten Kegelschnitt [R] 
berühren: 

9) Irgend vier harmoni- 
schen Strahlen des Strahl- 
büschels B, also vier har- 
monischenGeraden a,b, c,d; 

Diese vier Geraden schnei- 
den jede andere Gerade A 
in vier harmonischen Punk- 
ten ($. 8, II): 

Und jeden Kegelschnitt 
[T], der durch ihrenMittel- 
punkt B geht, ebenfalls in 
vier harmonischen Punkten: 

10) Liegt der Mittelpunkt 
DB des Strahlbüschels insbe- 
sondere in einer der drei 
Seiten x, y, z des Haupt- 
dreiecks, etwa in ) in der 
Seite y: 

11) Den projectivischen 
Beziehungen der Geraden 
und Strahlbüschel, den Ei- 
senschaften des vollständi- 
gen Vierecks und Vierseits, 
und überhaupt den meisten 
Sätzen, Aufgaben und Po- 
rismen, welche im ersten 
Kapitel untersucht wor- 
den: 


U. s. w. 
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y,, x; gehende Kegelschnitt 
[A,]; und die durch diesel- 
ben bestimmte Gerade T,. 

7) Eine Schaar Kanal 
schnitte [B,], die durch die 
Hauptp. z,, y» X, und durch 
einen bestimmten vierten 
Punkt B, gehen. 

8) So befinden sich unter 
der Schaar Kegelschnitte 
[B,], welche durch vier ge- 
gebene Punkte z,, y» X,» B, 
gehen, im Allgemeinen und 
höchstens, zwei Parabeln. 


9) Vier harmonische Ke- 
selschnitte [a,], [b,], [c,)» 
[d,| der Schaar Kegel- 
schnite [B,]. 

Diese vier Kegelschnitte 
schneiden jeden Kegel. 
schnitt [A,] in vier harmo- 
nischen Punkten; 

Und jede Gerade T. die 
durch ihren vierten Durch- 
schnittsp. B, geht, auch in 
vier harmonischen Punkten, 

10) So vereinigt sich der 
4te PunktB, mit demHaupt- 
punkt y, und die SchaarKe- 
gelschnitte [B,] haben im 
Punkte y, eine gemeins. 
Tangente y,b,- 

11) Analoge Beziehungen, 
Eigenschaften, Sätze, Aulf- 
gaben und Porismen beiKe- 
gelschnitten [z,y,x,]J» d.h. 
bei Kegelschnitten, welche 
durch die dreiHauptpunktie 
21: Yı» &,, Sehen. 


r 
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B. 


1) EinemKeselschnitt [T]; 
der Schaar Gerader © die 
ihn berühren; und ihren Be- 
rührungspunkten: 

2) Da sich unter dieser 

Schaar Gerader ®, im All- 
gemeinen und höchstens, 
viere befinden, welche den 
Kegelschnitt [R] berühren, 
d. h. gemeins. Tangenten 
der Kegels. [T], [R] sind: 

3) Irgend vier von diesen 
berührenden Geraden ®, die 
-harmonisch sind ($.43,11.); 

Sie schneiden jede der 
übrigen, zur Schaar © ge- 
hörige Gerade, in vier har- 
monischen Punkten: 

UndihreBerührungspunk- 


te sind‘ vier harmonische 
Punkte des Kegelschnitts 
[T]: 


4) Da irgend zwei Kegel- 
schnitte [M], [N] von vier 
bestimmten Geraden a, b, 
c, d berührt werden: 


5) Den zahlreichenSätzen 
und Aufgaben, . die oben, 
von ($. 42) bis ($. 48.) aufge- 
stellt sind, und welche sich 
auf einen Kegelschnitt [T] 


und auf dessen Sekanten 


D Eine Gerade T,; die 


Schaar Kegelschnitt [6,] 
die sie berühren; und ihre 
Berührungspunkte, 


2) So befinden sich unter 
derSchaar Kegels. [&,], die 
durch 3 Punkte z,, y,» x, 
gehen und eine Gerade T 
berühren, im Allgem. und 
höchstens, vier Parabeln, 


3) Vier von diesen berüh- 
rendenKegelschnitten [®,], 
die harmonisch sind; 

Sie schneiden jeden der 
übrigen, zurSchaar[G,] ge- 
hörigen Kegels, in vier 
harmonischen Punkten; 

UndihreBerührungspunk- 
te sind vier harmonische 


Punkte der Geraden T (1.), 


4) So giebt es vier Ke- 
gels. [a,]» [b,], [e,) [d,] wo- 
von jeder irgend zwei ge- 
gebene Gerade M, N be- 
rührt. 

5) Analoge Sätze und Auf- 
gaben, die sich sämmtlich 
auf die Gerade T und auf 
die sie schneidenden und 
berührenden Kegelschnitte 
[z,y1ıX,) so wie auf andere 


und Tangenten, so wie auf bestimmte Kegelschnitte 


beliebige andere Gerade 
beziehen, als z.B,den Sätzen 
über die dem Kegelschnitt 
[T] um- und eingeschriebe- 
nen Sechsecke, Fünfecke, 
Vierecke und Dreiecke; 
über harmonische Pole und 
Gerade, u. s. w.: 


[2,yı%,J beziehen. 
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C. 


1) Einem Kegelschnitt der 
durch irgend zwei der drei 
Hauptpunkte r, s, t geht, 
etwa einem Kegelschnitt 
irs] der durch r, s geht; 
den sämmtlichen Geraden 
& die ihn berühren, und 
ihren Berührungspunktent 

Da von der Schaar Gera- 
der &, im Allgemeinen und 
höchstens, vier den Kegel: 
schnitt [R] berühren: 

2) Den vorerwähnten $ä- 
tzen und Aufgaben (B.3u.5.)! 

3) Der Schaar Kegel- 
sehnitte, welche durch die 
vier Punkte r, s, 5; 9 (Fig. 
55.) gehen: 


4)Der Schaar Kegel: 
sehnitte, die durch zwei 
Hauptpunkte r,s und durch 
einen beliebigen Punkt y 
gehen, und irgend eine Ge- 
rade A berühren: 

Oder, der Schaar Kegel: 
sehnitte, welche durch r, s 
sehen und die Gerade A in 
einem gegebenen Punkte 4 
berühren: 

Oder, der Schaar Kegel- 
schnitte, welche durch 1, s 
sehen und irgend zwei ge- 
gebene Gerade M, N be. 
rühren: 

Oder, der Schaar Kegel- 
schnitte, welehe durch r, s 
gehen und denKegelschnitt 
[R] in irgend einem Punkt q 


berühren: 


1) Ein Kegelschnitt der 
durch die entsprechenden 
zwei Hauptpunkte geht, al- 
so ein Kegelschnitt [z,y,]; 
die sämmtlichen Kegel. 
schnitte [®,] die ihn be- 
rühren, und ihre Berüh- 
rungspunkte. 

So befinden sich unter 
der Schaar Kegelschnitte 
[&,]J, im ‘Allgemeinen und 
höchstens, vier Parabeln. 


2) Analoge Sätze und Auf: 


gaben. 
3) Die Schaar Kegel- 
schnitte, welche in den 


Punkten z,,y, zwei gemein- 
schaftliche Tangenten ha- 
ben. 

4) Die Schaar Kegel: 
schnitte, welche durch die 
drei entsprechenden Punk- 
te 2, Yı> Pd, gehen, und ei- 
nen bestimmten Kegel. 
schnitt [A,] berühren. 

Die SchaarKegelschnitte, 
welche durch z,, y, gehen 
und einenKegelschnitt[A,] 
in einem Punkte a, berüh- 
ren. 

Die Schaar Kegelschnitte, 
welche durch z,, y, gehen 
und zwei bestimmte Kegel- 
sehnitte [M,]J, [N,] berüh- 
ren, 

Eine Schaar Parabeln, 
welche durch z,, y, gehen 
und deren Axen parallel, 
nach einem unendl. entfern- 
ten Punkt q, gerichtet sind, 


U. 5. Ws 
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5) Da irgend zwei Kegel- 5) So werden irgend zwei 
schnitte [rs] im Allgemei- Kegelschnitte [z,y,] von 
nen von vier bestimmten vier bestimmten Kegel- 


Geraden a, b, c, d berührt schnitten [a, |, [b, 1 [e,]; [d, ] 
werden: berührt, | 
U. 5. !w. 
2 

1) Einem beliebigen Ke- 1) Eine bestimmte Curve 
gelschnitt C; den ihn be- 4ten Grades; die sie berüh- 
rührenden Geraden ©; ih- renden Kegels. [6,]; ihre 
ren Berührungspunkten: Berührungspunkte. 

2) Den Sätzen und Aufga- 2) Analoge Sätze, Aufga- 
ben von (8. 42,) bis ($. 48.), ben und Porismen, 
namentlieh den Porismen in 


($. 47): 

Hiernach sieht man, dafs, wie schon erwähnt, die 
meisten Resultate, welche bei frühern Betrachtmigen 
entwickelt worden, und welche sich auf Figuren in der 
Ebene beziehen, und zwar vorzugsweise das Netzgewe- 
beartige derselben betreffen, sich nach den vorstehenden 
Schemata auf mehrfache Weise travestiren lassen; näm- 
lich diejenigen Sätze, Aufgaben, etc, wobei blofs Punkte 
und Gerade (Vielecke, Vielseite, projectivische Gerade 
und ebene Strahlbüschel, etc.) vorkommen, nach (A.), 
kommt aufser diesen Elementen noch ein einzelner Ke- 
gelschnitt, oder eine gewisse Schaar Kegelschnitte vor, 
nach (B, C und D.), und kommen in den Sätzen etc, 
ausser jenen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach 
(D.). Auch lassen sich die neuen Resultate wiederum 
auf dieselbe Weise umwandeln, u. s. w. Wollte man 
jedoch diese Umwandlungen weiter wiederholen, so 
würden sie ins Langweilige führen, sie würden nichts 
wesentliches Neues enthalten, mithin weniger wichtig 
sein, als die einfachen Elementarsätze, von welchen sie 
hergeleitet, und von welchen sie im Grunde nur als 
Carricaturen erschienen. 
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Die obigen Sätze (rechts), welche meist nur ange- 
deutet‘ sind, wird man leicht vollständig aussprechen 
können *). Uebrigens führt der Gang der Betrachtung 
projectivischer Ebenen und Strahlbüschel noch von ei- 
ner andern Seite nothwendigerweise auf dieselben 
zurück, wo sie alsdann theils umfassender, "theils mehr 
ins Einzelne und Besondere eingehend, dargestellt wer- 
den sollen. 

Ill. Der vorhergehenden Betrachtung (TI.) steht, wie 
es der in diesem Werk überall beobachtete Gegensatz 
erheischt, die folgende Betrachtung zur Seite, von wel- 
cher ich aber nur sehr kurz einige wesentliche Haupt- 
momente andeuten werde. 

1) Bringt man nämlich mit den Bobreleehildan 
Y, A, (1) irgend zwei Strahlbüschel D, D, in Verbin- 
dung, so lassen sich diese, mittelst des den erstern zu- 
gehörigen Strahlsystems entsprechenderweise aufeinan- 
der beziehen, wie vorhin die Ebenen E, E,. Denn 
durch ‚jeden Strahl des Strahisystems [AX,] geht, im 
Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen als des an- 
dern Strahlbüschels D, D,, z. B. durch einen bestimm- 
ten Strahl a wird eine bestimmte Ebene «, in D, und 
eine bestimmte Ebene «,, in D,, gehen; je zwei solche 
Ebenen’ sollen „entsprechende Ebenen” (oder jede 
soll die „schiefe Projection” der andern) heifsen. 
Jeder Ebene in einem der zwei Strahlbüschel D, D, 


*) Es bedeutet nämlich bei den obigen Sätzen (was übrigens 
auch schon aus dem ganzen Zusammenhang zu’ schlielsen ist), z. B. 
das Zeichen [z, yR,x,]: ein oder mehrere Kegelschnitte, welche 
durch die drei Hauptpunkte z,, y,» x, gehen; [z,yıl: ein oder 
mehrere Kegelschnitte, welche durch die zwei Hauptpunkte Zıs 95 
gehen; [N,], oder [a,]; oder [&,]: ein Kegelschnitt, welcher 
durch die drei Hauptpunkte z,, yı> x, geht, und einer bestimmten 
Geraden N, oder a, oder ®, in E, entspricht; u. s, w, Achnli- 
ches gilt von E,. 
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entspricht demnach irgend eine bestimmte Ebene im 
andern Strahlbüschel, und von diesem allgemeinen Ge- 
setz finden, wie man sogleich sehen wird, nur wenige 
Ausnahmen statt. 

Zuvörderst mögen für gewisse Elemente besondere 
Bezeichnungen und Benennung festgesetzt werden. Näm- 
lich es sollen die zwei Ebenen in D, welche durch die 
Axen A, A, gehen, durch r, s und ihre Durchschnitts- 
linie durch x, und andererseits sollen die zwei Ebe- 
nen in D;, welche durch W, U, gehen, durch 2,, yı 
und ihre Durchschnittslinie durch t, bezeichnet werden; 
x und t, sind also diejenigen Strahlen der Strahlbüschel 
D, D;; welche beide Axen X, U, scheiden, und folg- 
lich zugleich dem Strahlsystem [AX,] angehören. Fer- 
ner soll diejenige Ebene in D, welche durch den Strahl 
t, inD, geht, durch t und die Durchschnittslinien, wel- 
che sie mit den Ebenen r, s bildet, durch y, z, und 
andererseits soll diejenige Ebene in D,, welche durch 
den Strahl x in D geht, durch x; und ihre Durchschnitts- 
linien mit den Ebenen z,, Y,, durch s;, r, bezeichnet 
werden. DieEbenen r, s, t und z,, Yı, Xı sollen fort- 
an die „Hauptebenen,” die Strahlen z, y, x und r,, 
51, tı die „Hauptstrahlen,” oder die Dreiflache rst 
und 2,Y,Xı sollen die „Hauptdreiflache” der Strahl- 
büschel D undD, heifsen. Auch mögen die Ebenen- 
paare r und z,, s und yı, t und x; entsprechende 
Hauptebenen, und die Strahblenpaare z und r,, y und 
Sj, x und t; entsprechende Hauptstrahlen genannt 
werden. Endlich soll derjenige Strahl, welchen beide 
Strahlbüschel D, D; gemein haben (die Gerade durch 
ihre Mittelpunkte D, D,), durch ee, bezeichnet wer- 
den. Sodann lassen sich die vorgenannten Ausnahmen 
folgender Gestalt angeben (vergl. II, 1.): 

„Die 
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„Die sämmtlichen Ebenen der Ebenenbü- 
schel z, y, x und rı, Sı, ti haben beziehlich die 
einzelnen Hauptebenen z,, y,, X, und r, s, t zu 
entsprechenden Ebenen; und ferner: jedeEbene 
desEbenenbüschels ee, entspricht sich selbst, 
oder es sind in ihr zwei entsprechende Ebe- 
nen vereinigt.” 

Mittelst der Hauptebenen r, s,t und zı, yı, x, läfst 
sich zu jeder gegebenen Ebene des einen oder andern 
Strahlbüschels D, D, die ihr entsprechende Ebene fin- 
den (ähnlicherweise wie oben entsprechende Punkte 
(I LJ). 

2) Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in ei- 
nem der zwei Strahlbüschel D, D, irgend ein bestimm- 
tes System von Ebenen gegeben sind, welchem Gesetz 
dann die ihnen entsprechenden Ebenen im andern Strahl- 
büschel unterworfen seien? Die Antwört hierauf ergiebt 
sich sehr leicht. 

a) Man denke sich zunächst irgend einen Ebenen- 
büschel A im Strahlbüschel D, so werden dessen Ebe- 
nen’, P, Jr -+.:- durch solche Strahlen a, b, c, ..... des 
Strahlsystems [A A,] gehen, welche in einem einfachen 
Hyperboloid liegen (l.) oder ($.51.), und daher werden 
die ihnen entsprechenden Ebenen a, Pi, 913 ----- inD, 
‚irgend eine bestimmte Kegelfläche zweiten Grades [A,] 
umhüllen ($. 51, IV, 4.), welche nothwendigerweise dem 
Hauptdreiflach z,yıxı eingeschrieben ist, weil durch je- 
den der drei Hauptstrahlen z, y, x (in D) eine Ebene 
des Ebenenbüschels A geht, und weil diesen Ebenen 
jene Ebenen z,, yı, xı entsprechen (1.); (auch berührt 
die Kegelfläche [A,] diejenige Ebene A(ee,), welche 
durch die Axe A und durch den Strahl ee, geht, weil 
dieselbe sich selbst entspricht (1.)). Also: 

„Den gesammten Ebenen irgend eines Ebe- 
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nenbüschels in einem.der zwei Strahlbüschel 
D, D,, wie etwa den Ebenen des Ebenenbü- 
schels A in D, entsprechen im andern Strahl. 
büschel D, die gesammten Berührungsebenen 
irgend einer bestimmten Kegelfläche zweiten 
Gerades [A,], und zwar befinden sich unter 
den letztern allemal die drei Hauptebenen z,, 
Yı, X Oder: „Jedem Strahl in einem der zwei 
Strahlbüschel D,.D,, wie etwa dem Strahl A 
in D, entspricht im andern StrahlbüschelD, ir- 
gend eine bestimmte Kegelfläche zweiten Gra- 
des[A,], welche dem Hauptdreiflach z, yıx, ein- 
geschrieben ist, und auch umgekehrt; so dafs 
also den gesammten Strahlen des einen Strahl- 
büschels, die gesammten Kegelflächen zwei- 
ten Grades entsprechen, welche im andern 
Strablbüschel’demHauptdreiflach eingeschrie- 
ben sind.” 

Bei diesem allgemeinen Gesetz finden folgende Aus- 
nahmen statt. Liegt die Axe des genannten Ebenenbü- 
schels A in einer der drei Hauptebenen r, s, t, so. ent- 
spricht ihm in D, ebenfalls ein Ebenenbüschel A,, des- 
sen Axe beziehlich in: einer der drei Hauptebenen z,, 
Yı, Xı liegt; (die Ebenenbüschel A, A, sind projecti- 
visch, liegen ihre Axen in r und z, oder in s und y,, 
so sind sie perspectivisch, liegen dieselben aber in t 
und x,, so erzeugen jene ein einfaches Hyperboloid, 
welches allemal durch die vier Geraden Y, A, x; th 
geht; alle möglichen zusammengehörigen Axen A und A, 
erzeugen drei Paar projectivische. ebene  Strahlbüschel 
x und. zı, s und yı, t und x, (in D und D,), wovon 
die zwei ersten Paare perspectivisch sind, nämlich sie 
haben Y, YA, zu perspectivischen Durchschnitten und je- 
des hat den Strahl ee, zur Projectionsaxe, u. s. w.). 
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b) Denkt man sich nun weiter ein System von 
Ebenen: in D, welche irgend eine Kegelfläche K vom 
nten Grad umhüllen,; und frägt, was für eine Kegel- 
fläche K, die ihnen entsprechenden Ebenen in D, be- 
rühren, so ergiebt sich die Antwort ebenfalls sehr leicht. 
Denn da irgend eine Kegelfläche zweiten Grades [T], 
welche dem Hauptdreiflach rst eingeschrieben ist, mit 
der gegebenen Kegelfläche K, im Allgemeinen und höch- 
stens, Zn(n—1) gemeinschaftliche Berührungsebenen hat, 
so gehen durch irgend einen bestimmten Strahl T, (der 
jener Kegelfl. [T'] entspricht (a.)) in D,, eben so viele 
Ebenen, welche die Kegelfläche K, berühren, und folg- 
lich ist die letztere, im Allgemeinen, von’ der 2n(n-I)ten 
Classe ($. 41, IL, Note.). Da ferner durch jeden der 
drei Hauptstrahlen z, y, x, inD, im Allgemeinen n(n-I) 
Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelfläche: K be- 
rühren; so mufs die Kegelfläche K, jede der drei Haupt- 
ebenen z,, Yı, Xı, im Allgemeinen, n(n-l) mal’ berüh- 
ren; u. s. w. *) 

Ist die gegebene Kegelfläche K insbesondere nur 
vom zweiten Grad, so ist die ihr entsprechende Kegel- 
fiäche K,, im Allgemeinen, von der 4ten Classe, und 
berührt jede der drei Hauptebenen z;, Yı, Xı doppelt; 
oder es ist in diesem Falle die Fläche K, entweder von 
der 4ten, 3ten, 2ten, oder lten Classe, je nachdem jene 
Fläche K entweder keine, eine, zwei, oderalle drei 
Hauptebenen r, s, t berührt. Also: 

„Jeder Kegelfläche zweiten’ Grades K in 


*) 1st z. B. die gegebene Kegelfläche K vom zweiten Grade, 
und ‚geht sie durch die drei Hauptstrahlen z,.y» x, so: ist die ihr 
entsprechende Kegelfläche K, von der vierten Classe, und hat drei 
Wendungsstrahlen, in welchen sie von den drei Hauptebenen 
21» 4, X, berührt wird, und welche in einer Ebene liegen; u. s, w. 
(vergl, oben I, 2, d, Note.). 
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D, welche irgend zwei der drei Hauptebenen 
r, $, t berührt, entspricht in D, ebenfalls eine 
Kegelfläche zweiten Grades K,, welche die 
zwei entsprechenden (1.) Hauptebenen zı, yı 
x; berührt; und auch umgekehrt.” 

3) Mittelst der vorstehenden Fundamentalsätze (I. 
und 2.), über die gegenseitige Beziehung der zwei Strahl: 
büschel' D, D,, lassen sich nun ähnlicherweise, wie oben 
(II, 3.) bei den Ebenen E, E,, die daselbst angezeigten 
Reihen von Eigenschaften, Sätzen, Aufgaben, u. s. w. 
[wenn diese zuerst, vermöge ($. 33. u. $.48.), auf einen 
der zwei Strahlbüschel übertragen werden ], auf eine 
neue Art travestiren ; ich begnüge mich aber damit, hier 
darauf aufmerksam gemacht zu haben; im Nächstfolgen- 
den (1V.) sollen einige dahin gehörige Beispiele, wenn 
auch unter abgeänderter Gestalt, herausgehoben werden. 

IV. Die Resultate, welche durch die zwei vorher- 
gehenden Betrachtungen über die zwei Paar Gebilde E 
und E,, D und D, entwickelt worden, lassen sich, zu- 
folge ($. 33.), unmittelbar ‘von jedem Paar dieser Ge- 
bilde auf. das andere ‚übertragen, d. h., die von den 
Ebenen E, E, aufgefundenen Eigenschaften (II.) lassen 
sich auf. die Strahlbüschel D, D,, und die von diesen 
angedeuteten Eigenschaften (III.) lassen sich unniittelhar 
auf jene übersetzen. 

1) Nämlich werden z. B. die Strahlbüschel D, D,, 
nachdem sie nach obiger Art (III.) mittelst des 'Strahl- 
systems [U] auf einander. bezogen, durch zwei be- 
liebige Ebenen €, €, geschnitten, so müssen in diesen 
entsprechende Hauptelemente entstehen, wie sie jenen 
zukommen, d. h.,: es: entstehen in den Ebenen € und 
€, zwei Hauptdreiseite r&t und 3,9,f,, deren Sei- 
ten r, 8, t und 3, dus X Hauptgerade und deren 
Eckpunkte (nach der Ordnung, in der sie den Seiten 
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gegenüber stehen) 5, 9, £ und r,, 8, fi Hauptpunkte 
sind, und diese Hauptelemente werden beziehlich durch 
die Hauptdreiflache rst und z, yı X, Hauptebenen T..8 
t und z,, Yı, Xi, und Hauptstrahlen z, y, x und r,, Sı, 
t, der Strahlbüschel D und D, (II, 1.) bewirkt; ferner 
wird z. B, eine Kegelfläche zweiten Grades, welche ei- 
nem der zwei Hauptdreiflache eingeschrieben: ist, 
in der. zugehörigen Ebene einen Kegelschnitt erzeugen, 
welcher dem Hauptdreiseit eingeschrieben ist; u. s. w., 
so dafs also zwischen den zwei schneidenden Ebenen 
€, €, folgende Beziehung statt findet: 


Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene €... entsprechen ...in der Ebene €;: 
| AR I; 


1) Irgend einem Strahla 
(Gerade): 

2) Dem unendlich enitfern- 
ten Strahl SQ (II, 2, b.): 

3) Einem gewissen heson- 
dern Strahl X: 

4) Den einzelnen Seitent, 
8, t des Hauptdreiseits (als 
Sirahlen angesehen): 

5) Den gesammien Strah- 
len der Stirahlbüschel ;,9,r 

6) Den drei Hauptgeraden 
t, 8, t (als Gebilde angesehen): 

7) Irgend einem Strahlbü- 
schel 8, d. h., irgend einem 
Punkte ® und den gesamm- 
ien durch ihn gehenden 
Strahlen: 


1) Ein bestimmter Strahl 
a,» x 
2) Ein bestimmter, end- 
lich entfernter, Strahl N.. 
3) Der unendlich entfern- 
te Strah! N.. 

4) Die gesammten Sirah- 
len der Strahlbüschel t,, 
g,, hı- 

5) Die einzelnen (Haupt-) 


: Strahlen 3,,9,, £,- 


6) Die drei Hauptigeraden 
51 > Yıs Ki 

7) Ein bestimmter Kegel- 
schnitt [®,], der dem Haupt- 


dreiseit 5,,9,,£, eingeschrie- 


ben, und dessen sämmtli- 
che Tangenten (II, 2, a.); 


oder schlechthin: 


Irgend einem Punkte 3, 
welcher nicht in einer der 


Ein bestimmter Kegel- 
schnitt [®,], welcher dem 


drei Hauptgeraden t, 8, £ Hauptdreiseit ;,9,%, einge- 


liegt: 


schrieben ist; 


und also: 
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Den gesammten Punkten, 
welche nicht in den drei 


Hauptgeraden 1, 8, f liegen; 


Den Punkten in den drei 
Hauptgeraden t, 8, £”): 

8) Irgend einer Geraden 
®, d.h, der Schaar Punkte, 
dieinirgend einer Geraden 


© liegen; 


9) Jener besondern (3,.) Ge- 
raden X: 


10) Da die Gerade © (8.) 
der besondern Geraden X 
nur in einem einzigen Punkt 


begegnet: 


11) Geht die Gerade © 
durch einen der drei Haypt- 
punkte 5, 9, 8 (8.): 


.5. W, 
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Die gesammten Kegel- 
schnitte [$,9,#,]J»; welche 
dem Hautdreiseit 5,9,%, ein- 
geschrieben sind; 

Die Punkte in den drei 
Hauptgeraden 5,,9,, Kı ”). 

8) Eine Schaar Kegel- 
schnitte [&,], d. h., alleKe- 
gels., welche die dreiHaupt- 
ger. j4, Hi, #, und eine be- 
stimmte vierte Gerade ©, 
berühren. 

9) Die Schaar Parabeln 
[R,],.d.h.,alle Parabeln, wel- 
che dem Hauptd. 5,9, r, ein- 
geschriebenwerden können, 

10) So befindet sich unter 
der Schaar Kegelsch. [G,], 
(welche 4 Gerade ;,, 9,» ku» 
G, berühren) nur eine ein- 
zige Parabel, 

11) So vereinigt sich die 
Gerade &, miteinerderdrei 
Hauptg. 5,» 9,» £,, die dann 
von der Schaar Kegels. [®, ] 
in einem bestimmten Punkt 
berührt wird. U. s. w. 


B. 


1) Irgend zwei Strahlen 
a,b; 

dem durch sie bestimm- 
ten Punkt ®, d: h., ihrem 
Durchschnittspunkt; 

und dem durch sie und 
durch die Hauptgeraden t, 
8, t bestimmten Kegels. [2]: 

2) Irgend einem Kegel- 
schnitt [T], (der dem Haupt- 
dreiseit töt einges. ist); 


1) Zwei bestimmie Strah- 
len a,,b;; 

der durch sie und durch 
die Hauptg. 3,,9,,%, bestimm- 
te Kegels, [B,]; 

und der durch sie bestimm- 
te Punkt, d. h., ihr Durch- 
schnittspunkt %,. 

2) Ein bestimmter Punkt 
5 


*) Und zwar sind die Geraden r und 3,, 8 und 9,, f und $,, 
in Ansehung der entsprechenden Punktenpaare, projeetivisch. 
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irgend einem Punkt 9 in 
dessen Umfang; 


und dem ihn in diesem 
Punkte berührend. Strahla;. 


3) Irgend einem Kegel- 
schnitt [2]; 

der Schaar Punkte 9, die 
in seinem Umfange liegen; 

und dengesammten Strah- 
len, die ihn berühren: 

4)DavonderSchaarPunk- 
teP, dieindem Kegelschnit- 
te [7] Hiegen (3.), im Alige- 
meinen, undhöchstens, zwei 
in die besondere Gerade X 
fallen: 

5) Da irgend zwei Kegel: 
schnitte [M], [MR] (die dem 
Dreiseit r$t einges. sind) 
einander im Allgem. und 
höchstens in vier Punkten 
a, b, c, d schneiden: 

U. s, w. 
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ein bestimmter Kegel- 
schnitt [9,], der durch ihn 
geht (und dem Hauptädrei- 
seit 3,4,%, einges. ist); | 

und der in ihm von die- 
sem Kegelschnitte berührte 
Strahla.,. 

3) Ein bestimmter Punkt 
I; 
die Schaar Kegelschnitte 
[P,], die dureh ihn gehen; 

und die gesammien Strah- 
len des Strahlbüschels &,. 

4) Sosind unterder Schaar 
Kegelschnitte [V,], (welche 
drei Gerade $,,9,, x, berüh- 
ren und durch einen Punkt 
T, gehen), im Allgem. und 
höchstens zwei Parabeln, 

5) So giebt es im Allgem. 
und höchstens vier Kegel- 
schnitte [a,], [b,!, [e,]» B,]» 
welche dureh zwei bestimm- 
te Punkte M,,R, gehen (und 
drei Gerade ;,, 9,, £, berüh- 


ren) U s. w. 


C. 


t) Irgend einem Kegel- 
schnitt, der irgend zwei der 
drei Haupigeraden t,&,t be- 
rührt, z.B. irgend einemKe- 
gelschnitt [r8], der t, 8 be- 
rührt; der Schaar Punkte $, 
die in seinem Um fange lie- 
gen; (und der Schaar Strah- 
len a, die ihn berühren): 


2) Da von derSchaarPunk- 
te PB (1.) des Kegelschnitts 
[rs], im Allgemeinen und 
höchstens, zwei in der be: 
sondern Geraden X liegen: 


3) Ein bestimmter Kegel- 
schnitt, der durch die ent- 
sprechenden zwei Hauptge- 
raden ($,, 9,, X,) geht, also 
z. B. ein bestimmter Kegel- 
schnitt [5,9,1; die Schaar 
Kegelschnitte [P,], die ihn 
berühren; (und die Schaar 
Strahlen a,, die ihn (und 
diese Kegels.) berühren). 

2) So sind unter derSchaar 
Kegelschnitte [$,], (die ei- 
nen Kegels. [;,9, |, zwei Tan- 
genten 5,,9, desselben, und 
eine dritteGerade k, berüh- 
ren), im Allgemeinen zwei 
Parabeln. 
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3) Da irgend zwei Kegel- 3)So können irgend zwei 
schnitte [r8] einander im Kegelschnitte [;,9,] im All- 
Allgemeinen in vier Punk- gem. von vier bestimmten 


ten 4, 5, 6, d schneiden; 
U. s. w. 


Kegelschnitten [a,], [b,), [e,), 
[d,] berührt werden. U.s.w. 


D. 


1) Irgend einer beliebigen 
Curve © des nten Grades: 

Da durch jeden der drei 
Hauptpunkte ;, 9, x im All- 
gemeinen n(n-l1)Strahlen ge- 
hen, welche die gegebene 
Curve C berühren: 


J) Eine bestimmte Curve 
C, der 2n(n-L)ten Cilasse (III, 
2,6), 

So mufs jede der drei 
Hauptgeraden ;,, 9,, f, im 
Allgemeinen n(n-I) mal von 
der genannten Curve C, be- 
rührt werden. 


U. s. w. 


2) Irgend einem beliebi- 
gen Kegelschnitt CC, der kei- 
ne der drei Hauptgeraden t, 
8, t berührt, 

der Schaar Punkte 9, die 
in seinem Umfange liegen, 
und der Schaar Strahlen a, 
die ihn in diesen Punkten 
berühren: 

3) Irgend einem beliebi- 
gen Kegelschnitt C, welcher 
durch jeden der dreiHaupt- 
punkte 5,9, 8 geht: 

U. s. w. 
U. s. w. 


2) Eine bestimmte Curve 
C, 4ter Classe, die jede der 
drei Hauptgeraden 3,,9,, 4, 
doppelt berührt; 

die Schaar Kegelschnitte 
[P,], die sie berühren, und 
die Schaar Tangenten a,, die 
sie mit diesen (in den Be- 
rührungsp.) gemein hat. 

3) Eine solche Curve €, 
4ter Cl., die drei singuläre 
Punkte hat, in denen sie von 
den 3 Hauptg. 5,,9,, #, be- 
rührt wird, und die in einer 
Geraden liegen. 


Hiernach sieht man, wie die gegenseitige Beziehung 


der Ebenen €, €,, (oder der Strahlbüschel D, D,), mit 
der gegenseitigen Beziehung der Ebenen E, E, (IL) ei- 
nerseits übereinstimmt, und andererseits sich von 
dieser unterscheidet; nämlich sie stimmt dem Un- 
fange nach ganz mit der letzteren überein, so dafs alle 
jene Eigenschaften, Sätze, Aufgaben etc., von welchen 
oben (II, 3.) Erwähnung geschah, sich eben so vielfäl- 
tig durch sie umwandeln lassen, und dafs überhaupt 
alle daselbst gemachten Bemerkungen auch auf sie An 
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wendung finden; dagegen aber unterscheidet sie sich 
von der andern durch die Art der entsprechenden Ele- 
mente, und zwar der$estalt, dafs wenn z. B. irgend ein 
Satz über Figuren in den Ebenen E, E, gegeben ist, 
dann der entsprechende Satz in den Ebenen €, €, (oder 
in den Strahlbüscheln D, D,) unmittelbar daraus abge- 
leitet werden kann, wenn man hier überall: Gerade, 
Punkt, Hauptdreiseit, eingeschriebener Kegel- 
schnitt, u. s. w. (oder bei D, D,: Ebene, Strahl, 
Hauptdreiflach, eingeschriebene Kegelfläche 
etc.) setzt, wo dort, bei E, E,, respective; Punkt, Ge- 
rade, Hauptdreieck, umschriebener Kegel- 
schnitt, u. s. w. steht; und auch umgekehrt, Das Zu- 
gleichstattfinden der einander entsprechenden Eigenschaf- 
ten und Sätze in den verschiedenartigen und verschie- 
denartig auf einander bezogenen Gebilde-Paaren E und 
E,, D und D,, oder € und ©,, ist eine nothwendige 
und natürliche Folge davon, dafs die beiderseitigen Be- 
ziehungen durch das Strahlsystem [A X, ] bewirkt worden, 
Aus denselben Gründen findet übrigens auch sogar eine 
Abhängigkeit zwischen den Eigenschaften irgend zweier 
ungleichartiger Gebilde statt, was, wie folgt, gezeigt 
werden kann. 

2) Man kann nämlich auch zwei ungleichartige Ge- 
bilde, z. B. die Ebene E und den Strahlbüschel D,, 
mittelst des Strahlsystems [U A,] auf einander beziehen. 
Werden zu diesem Endzweck die Punkte, in welchen 
E von den Axen W, X, getroffen wird, wie oben (II.), 
durch r, s, der durch sie gehende Strahl durch x; und 
werden andererseits die Ebenen in D,, welche durch 
die Axen W, %, gehen, wie oben (Il.), durch z,, Yı, 
ihre Durchschnittslinie durch t,; wird ferner der Punkt, 
in welchem E vom Strahle t, getroffen wird, durch t, 
und werden die Geraden, in welchen sie von den Ebec- 


us 
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nen Z,, Yı geschnitten wigd, durch z, y; und wird end- 
lich diejenige Ebene in D,, welche durch den Strahl x 
geht, durch x,, und werden die Strahlen, in welchen sie 
die Ebenen z,, yı schneidet (oder welche durch jene 
Punkte r, s gehen), durch r,, s, bezeichnet: so kann, 
in ähnlichem Sinne, wie oben (II. und III.), das Drei- 
eck rst Hauptdreieck der Ebene E, und das Drei- 
flach z,yıxı Hauptdreiflach des Strahlbüschels D,, 
und ferner können z. B. derjenige Punkt a in E und 
diejenige Ebene «, in D,, welche beide durch irgend 
einen und denselben Strahl a des Strahlsystems [AN, | 
bestimmt werden, entsprechende Elemente der Ge- 
bilde E, D, genannt werden, u. s. w., so dafs sich als- 
dann zwischen diesen zwei Gebilden eine analoge Be- 
ziehungstabelle aufstellen läfst, wie oben zwischen gleich- 
artigen Gebilde-Paaren, und was etwa durch folgende 
einzelne Beispiele erläutert werden mag, 


@) Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene E... entsprechen ...im Strablbüs. D;: 


1) Irgend einem Punkte a 1) Eine bestimmte Ebene 
(im Allgem.): 

2) Irgend einer Geraden 
A,d.h., den gesammten Punk- 
ten, die inirgend einer Ge- 
raden Aliegen, welche durch 
keinen der drei Hauptpunk- 
te r,s,t geht: 


3) Irgend einem Strahlbü- 
schel B, d. h., den gesamm- 
ten Geraden, die durch ir- 
gend einen Punkt B gehen, 
welcher in keiner der drei 
Hauptgeraden z, y, x liegt: 

4)Irgend einem dem Haupt- 
dreieck rst umschriebenen 


Kegelschnitt [A]: 


Gi. 
2) Eine bestimmte Kegel- 
fläche [A,], d. h., die ge- 
sammten Berührungsebenen 
einer Kegelfläche zweiten 
Grades, welche dem Haupt- 
dreiflach z,y,x; eingeschrie- 
ben ist. 

35) Eine bestimmte Schaar 
Kegelfl. [B,] zweiten Gra- 
des, welche aulser den drei 
Hauptebenen z,, y,, x, eine 
bestimmte vierte Ebene B, 
berühren. 

4) Ein bestimmter Strahl 
A, (oder Ebenenbüs. A,), der 
in keiner der 3Hauptebenen 
213 Yı,, x, Hegt, 
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5) Irgend einem Kegel- 5) Eine Kegelfläche 2ten 
schnitt, welcher durch ir- Gr., welche die entsprechen- 
gend zweiHauptpunktegeht, den zwei Hauptebenen be- 
etwaeinemKegelschnitt|rs]: rührt, also eine Kegelflä- 


cheilz,y;,]. 

Oder denkt man sich nun wieder die Ebene €,, 
welche den Strahlbüschel D, schneidet, und behält die 
oben (1.) für die Hauptelemente derselben festgesetzten 

Bezeichnungen und Benennungen bei, so hat man zwi- 
schen den Ebenen E, €, folgende gegenseitige Be- 
ziehung. 


ß) Den Elementen und Gebilden 
in der Ebene E... entsprechen ...in der Ebene €;: 


1) Irgend einem Punkt a, 1) Irgend eine bestimmte 
im Allgemeinen: Gerade a.. 

2) Den gesammten Punk- 2) Eine und dieselbe Ge- 
ten, welche in einer der rade, nämlich eine der drei 
drei Hauptgeraden x, y, z Hauptgeraden $,, 95 4 
liegen: 

3) Den einzelnen Haupt- 3) Die sämmtlichenStrah- 


punkten ss, s, t: len der Hauptstrahlbüschel 
ts 8,4 t,. 
4) Einem gewissen beson- 4) Die unendlich entfern- 
dern Punkt R: te Gerade X. 


5) Irgend einer Geraden 5) Ein bestimmter Kegel- 
G, welche durch keinen der schnitt [G,], welcher dem 
drei Hauptpunkte r,s,t geht; Hauptdreiseit 5,9, £, einge- 
der Schaar Punkte, die in schrieben ist; die Schaar 


ihr liegen: | Gerader, die ihn berühren. 
Daher: 
Den gesammten Geraden Die gesammten Kegel- 
(in der Ebene): schnitte [4,9,8,]. 
6) Der unendlich entfernten 6) Ein bestimmter besonderer 
Geraden 9: Kegelschnitt [9 ]. 


7) Irgend einer Geraden, 7) Ein bestimmter Punkt, 
welche durch einen der drei derin einer der dreillaupt- 
Hauptpunkte r,s,t geht; der geraden ;,,9,, r, liegt; die 
Schaar Punkte, die in ihr Schaar Gerader, die durch 
liegen: ihn gehen, 


Oder: 
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Irgend einer Geraden, 
welche durch einen der drei 
Hauptipunkte r, s, t geht; 


Und 


Den gesammten Strahlen 
einesder drei Strahlbüschel 
Tr, s, ti: 

8) Irgend einem Strahlbü- 
schel B, d. h.,, den gesamm- 
ten Geraden, welche durch 
irgend einenPunktB gehen, 
(derin keiner derdreiHaupt- 
ger. z, y, x liegt): 

9) Dem besondern Strahl- 
büschel R (4.): 


10) Da von den Strahlen 
des Strahlbüschels B (8.) 
nur ein einziger durch den 
besondern Punkt R geht: 


11) Irgend einem Kegel. 
schnitt [T], welcher dem 
Hauptdreieck rst umschrie- 
ben ist; der Schaar Punkte, 
welche in ihm liegen; und 
der Schaar Gerader, welche 
ihn berühren: 
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Ein bestimmter Strahlbü- 
schel, dessen Mittelpunkt 
in einer der 3 Hauptger. ;,, 
Y,, K%, liegt. 
also: 


Die gesammiten Punkte der 
entsprechenden Hauptgera- 
den 315 di» Kı- 

8) Eine Schaar Kegelschnit- 
te [9,], d. h., alle Kegel- 
schnitte, welche aulser den 
drei Hauptg. 5,, 9,, X, noch 
eine bestimmte vierte Ge- 
rade ®, berühren. 

9) Die Schaar Parabeln 
[R,], (welche dem Haupt- 
dreiseit 5,9,f, eingeschrie- 
ben werden können), 

10) So befindet sich unter 
der Schaar Kegelschnitte 
[B,], welche irgend vier Ge- 
rade 5,, 9,, 84,8, berühren, 
nureine einzige Parabel (9.). 

11) Ein bestimmter Punkt 
&,; die Schaar Gerader, die 
durch ihn gehen (d. i. der 
Strahlb. &,); und die Schaar 
Kegelschnitte [Z, ], diedurch 
ihn gehen (und dem Haupt- 
dreiseit 4,9,%, eingeschrie- 


ben sind). 


Daher: 


Den gesammten Kegel- 
schnitten [rst]: 

12) Da der Kegelschnitt 
[T] (11), im Allgemeinen 
und höchstens, von zwei 
Strahlen desStrahlbüschels 
R (9.) berührt wird: 


13) Der Schaar Kegelschnit- 
te|P], welche durch irgend 
einen Punki P gehen, (und 


Die gesammten Punkte. 


12) Sosindunter der Schaar 
Kegels. [%,], welche durch 
einen Punkt &, gehen und 
drei Gerade 3,, 9,, %, berüh- 
ren, im Allgem., zwei Para- 
beln X]. 

13) Die Schaar Punkte %,, 
welche in irgend einer Ge- 
raden 9, liegen, (die durch 
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dem Hauptdreieck rst um- 
schrieben sind): 

14) Der Schaar Kegelschnit- 
te [G], welche irgend eine 
Gerade G berühren (und 
dem Hauptdreieck rst um- 
schrieben sind); 

15) Der Schaar Parabeln 
[9], die dem Hauptdreieck 
rstumschrieben werden kön- 
nen: 

16) Unter der Schaar Ke- 
gelschnitte [P], welche durch 
vier gegebene Punkte r, s, t, 
P gehen (13.), befinden sich 
im Allgem. zwei Parabeln; 

17) Da irgend zwei Kegel- 
schnitte [M], [N], (welche 
dem Hauptdreieck rst um- 
schrieben sind), im Allgem. 
und höchstens, von vier Ge- 
raden a, b, c, d berührt wer- 
den: 

18) Durch drei gegebene 
Punkter,s,tgehen, imAllgem. 
und höchstens, vier Kegel- 
schnitte [a], [b], [e], [d], wo- 
von jeder irgend zwei gege- 
bene Gerade M,N berührt: 

U. s. w. 


keinen der drei Hauptpunk- 
te ty, 8, f, geht). | 

14) Die Schaar Punkte ®,, 
welche in einem bestimm- 
ten Kegelschnitt[G,] liegen, 
(der dem Hauptdreis, 5,9, r, 
eingeschrieben ist.) 

15) Die Schaar Punkte Q, 
des besondern (dem Haupt. 
dreis. 5,9,%, einges.) Kegel- 
schnitts [Q,]. 

16) Weil die Gerade $, 
mit dem Kegelschnitt [9,], 
im Allgemeinen und höch- 
stens, zwei Punkte gemein 
hat. 

17)So giebt es, im Allgem. 
und höchstens, vier Kegel- 
schnitte [a,], [B,]; [e,), 43 
welche drei gegebene Ge- 
rade 3,9 Hı berühren, und 
durch zwei gegebene Punk- 
te M,, N, gehen, 

18) Weil irgend zwei Ke- 
gelschnitte [M,], [R,], wel- 
che dem Hauptdreiseitz,y,r, 
eingeschrieben sind, einan- 
der, im Allgmeinen und 
höchstens, in irgend vier 
Punkten q,,b,, €,,d, schnei- 
den. Us. w. 


Wenn insbesondere die Ebene €, mit der Ebene E 


zusammenfällt, dann decken sich das Hauptdreiseit 3,9, Yı 
und das Hauptdreieck rst, und es finden sodann einige 
merkwürdige Umstände statt, welche später berücksich- 
tigt werden mögen. Eben so giebt es eine besondere 
gegenseitige Lage für die Ebene E und für den Strahl- 
büschel D,, durch welche eigenthümliche interessante 
Umstände verursacht werden, und welche gehörigen 
Orts (im zweiten Abschnitte) ausführlich entwickelt 
werden sollen. 
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3) Es kann nun ferner noch erinnert werden, dafs, 
da alles, was so eben über die zwei Ebenen E, €, be- 
merkt worden, ähnlicherweise von zwei Strahlbüscheln 
D, D,, oder da überhaupt alles, . was. in den vorste- 
henden Betrachtungen über die Ebenenpaare E und E, 
(I), Eund €, (1), E und €, (2.) gesagt und angedeu- 
tet worden, ähnlicherweise von Strahlbüschelpaaren D 
und D, (I), D und D,, D und 9, gilt, dafs also, 
sage ich, die gesammten Resultate, welche in 
den vorstehenden Betrachtungen (von Il. bis hier- 
her), theils entwickelt, theils blofs angedeutet 
worden, sich mittelst der Strahlbüschelpaare 
D und D,, D und D,, D und D, auf die Kugel- 
fläche übertragen lassen (siehe Anmerk. $. 34. 
und $. 48.). 

V. Bei den vorstehenden Betrachtungen sind, ähn- 
licherweise wie bei vielen früheren Betrachtungen, ver- 
schiedene besondere Fälle möglich, die nämlich dadurch 
entstehen, dafs man den Axen X, X, und den Gebilden 
E und E,, D und D,, u.s.w. eigenthümliche Lage zu- 
kommen .läfst, dafs man z. B. die eine oder andere 
Axe, oder das eine oder andere Gebilde in unendliche 
Ferne versetzt, u. s. w.; dadurch erhalten dann auch die 
‚Resultate eigenthümliche Aussagen, wodurch sie oft mehr 
Interesse erregen, als die allgemeinen Resultate, In der 
Folge wird sich Gelegenheit darbieten, alle diese Fälle 
zu erörtern, wo alsdann, nach vorangegangener Entwik- 
kelung der Eigenschaften projectivischer Ebenen und 
Strahlbüschel, die Masse der Resultate etwas ausgedehn- 
ter und umfassender sein wird, Hier mag zum Schlusse 
mit den betrachteten Figuren noch folgendes Manöver 
vorgenommen. werden, wodurch einige Eigenschaften, 
die vorhin mit Stillschweigen übergangen worden, kla- 
rer und bestimmter hervortreten, und wodurch man ei- 
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nes Theils eine freiere Uebersicht über die vorherge- 
henden Betrachtungen, über deren Zusammenhang, und 
über die daraus entsprungenen Resultate gewinnt. 

Das den obigen Betrachtungen zu Grunde liegende 
Strahlsystem [A X,], welches einerseits durch zwei Ge- 
rade W, Y,, und andererseits durch zwei'Ebenenbüschel 
A, U, erzeugt wird, indem nämlich jeder Strahl dessel- 
ben sowohl durch irgend zwei Punkte dieser Geraden, 
als durch irgend zwei Ebenen dieser Ebenenbüschel be- 
stimmt wird, kann durch Veränderung der Lage dieser 
Gebilde in folgende besondere Fälle übergehen. Man 
kann nämlich einerseits die Geraden, für sich betrach- 
tet, so legen, dafs sie einander schneiden, mithin in ir- 
gend einer Ebene liegen, die durch. E, bezeichnet wer- 
den mag, wodurch dann offenbar alle Strahlen in diese 
Ebene hineingezogen werden, und zwar dergestalt, dafs 
sie genau die gesammten Strahlen (Geraden) dieser 
Ebene sind; und andererseits kann man die Ebenen- 
büschel, für sich betrachtet,. so, legen, dafs ihre Axen 
sich schneiden, dafs sie mithin in irgend einem Strahl- 
büschel liegen, der durch D, bezeichnet werden mag, 
wodurch dann offenbar alle jene Strahlen in diesen Strahl- 
büschel zusammengedrängt werden, uud zwar dergestalt, 
dafs sie genau, oder einfach, die gesammten Strahlen 
dieses Strahlbüschels sind. Denkt man sich nun nebst 
diesen zwei besondern Strahlsystemen E, und D,, auch 
noch‘ zugleich jenes ursprüngliche, Strahlsystem [YA]; 
und bezeichnet das letztere, um anzudeuten, dafs, es im 
Raume..beliebig liege, durch R, so findet alsdann, zwi- 
schen .den drei Strablsystemen R, E,, D, die Beziehung 
statt, dafs jedem beliebigen. Strahl in einem derselben, 
irgend ein bestimmter Strahl, sowohl in dem einen, als 
in dem andern, der zwei übrigen (Strahlsysteme) ent- 
spricht; z. B. irgend einem Strabl a, in R, welcher die 
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Geraden U, X, in den Punkten a, a, trifft, und in wel- 
chem sich die zwei Ebenen «, «, der Ebenenbüschel 
YA, U, schneiden, entspricht in E, ein bestimmter Strahl 
aa,, und in D, ein bestimmter Strahl @«, (d. i. die 
Durchschnittslinie der Ebenen «, «&,). Daher ist leicht 
zu erachten, dafs gewisse Eigenschaften, welche einem 
der drei Strahlsysteme zukommen, auch, in irgend einer 
entsprechenden Forn, auf die jedesmaligen beiden übri- 
gen Systeme übergehen müssen, und zwar beruht diese 
Abhängigkeit vornehmlich auf den projectivischen Ei- 
genschaften der Grundgebilde, d. h., auf den vielfälti- 
gen projectivischen Beziehungen der Geraden 4, X, und 
der Ebenenbüschel A, A,. Man denke sich z. B. im 
ersten Strahlsystem R irgend eine Schaar Strahlen, wel- 
che in einem einfachen Hyperboloid liegen, so werden 
durch sie einerseits die Geraden W, YV, und andererseits 
die Ebenenbüschel U, U, projectivisch auf einander be- 
zogen, und daher werden, im Allgemeinen, die ihnen 
entsprechenden Strahlen in E, einen Kegelschnitt um- 
hüllen, welcher die Hauptgeraden X, A, berührt ($. 38, 
IV.), und die ihnen entsprechenden Strahlen in D, wer- 
den in einer Kegelfläche zweiten Grades liegen, wel- 
che durch die Axen (der Hauptebenenbüschel) V, X, 
geht ($. 38, IL). Werden diejenigen zwei Punkte der 
Geraden 4, U, in E,, welche in ihrem gegenseitigen 
Durchschnitte vereiniget sind, durch e, e,, und werden 
diejenigen zwei Ebenen der Ebenenbüschel Y, 4, in 
D,, welche auf einander fallen, durch &, &, bezeichnet, 
und wird ferner angenommen, es sei e derjenige Strahl 
in R, welcher zugleich einerseits die Punkte e, e, der 
Geraden A, X, verbindet, und andererseits die Durch- 
schnittslinie der Ebenen &, &, der Ebenenbüschel , 4, 
ist, so werden also, im Falle dieser Strahl e zu der 
Schaar Strahlen ;jdes genannten Hyperboloids gehört, 
einer- 
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einerseits die Hauptgeraden in E;, und andererseits die 
Hauptebenenbüschel in D;, allemal perspectivisch sein; 
so dafs folglich in jedem solchen Falle dem Hyperbo- 
loid in R, irgend ein Punkt B (der Projectionspunkt der 
Hauptgeraden 4, X;) in E,, und irgend eine Ebene 
(der perspectivische Durchschnitt der Hauptebenenbü- 
schel W, X;) in D; entspricht. Einem Hyperboloid aber; 
welches nicht durch den Strahl e geht, wird in E; ir- 
gend ein Kegelschnitt, welcher dem Winkel UN; ein- 
&eschrieben, und in D, irgend eine Kegelfläche zweiten 
‚Grades, welche dem Winkel AX, umschrieben ist, ent- 
sprechen. Es ist klar, dafs wenn man umgekehrt die 
Hauptgeräden 4, %, in E, von irgend eineni Punkte B 
aus perspectivisch, oder mittelst eines sie berührenden 
Kegelschnitts [UA,] projectivisch auf einander bezieht, 
dafs dann dieseni Punkt, oder diesem Kegelschnitt, ir- 
gend ein einfaches Hyperboloid in R entspricht, wel- 
ches im ersten Falle durch den Strahl e geht; und dafs 
Entspreehendes in Hinsicht der Hauptebenenbüschel Q; 
YA, in D, statt findet. _ Demnach entsprechen den ge- 
sanımten einfachen Hyperboloiden in R, welche den 
Strahl e gemein haben, einerseits die gesammten Punkte 
der Ebeiie E,, und andererseits die gesanımten Ebenen 
des Strahlbüschels D;; den gesammten Hyperboloiden 
in R aber, welche nicht durcli den Strahl e gehen, ent- 
sprechen in E, die gesamniten Kegelschnitte, welche 
dem Winkel AU, eingeschrieben , und in D, die ge- 
sammten Kegelflächen zweiten Grades; welche dem Win- 
kel AU, urmschrieben sind. U. s. w. 

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also zwi- 
schen den drei Strahlsystemen R, E,, D, ähnliche Be- 
ziehungstabellen aufstellen, wie oben in (HM, UT u. IV.). 
‚Die Form dieses Papiers geslatiet aber nicht, die ent- 
‚sprechenden Eigenschaften aller drei Systeme neben 
| 19 
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einander zu stellen, 
hanges, 
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wie es, vermöge ihres Zusammen- 


Sie sollen daher nur 


paarweise neben einander gesetzt werden, und zwär 


nur die zwei Paare R und E,, E, und D,. 


Die ‚Fun- 


damentaleigenschaften, auf denen die Beziehung dieser. 
zwei Paare beruht, sind folgende. 
ce) Den Elementen und Figuren 


1) Irgend einem Strahlea: 

(Dem unendlich entfern- 
ten Strahle @:) 

2) Irgend einem Punkte B, 
alsMittelpunkt eines Strahl- 
büschels angesehen: 


3) Also den gesammten 
Punkten: 


4) Irgend einer Geraden 
G, das heifst, der Schaar 
Punkte, welche in ihr lie- 
gen: 


(Der unendlich entfern- 


ten Geraden ®:) 


5) Irgend einem Kegel- 
schnitt [AQ,], welcher die 
Hauptgeraden A, A, berührt: 

6) Irgend einer Curve GC; 
irgend einem Punkte P in 
derselben; und der sie in 
demselben berührenden 
Tangente T: 


U, S. Wo 


unken, enfeprechen!}. 5. ' 


1) Irgend ein Strahl a: 

(Der unendlich entfernte 
Strahl Q.) 

2) Irgend, ein einfaches 
Hyperboloid [B], welches 
durch (W,%, und) den Strahl 
e geht. 

3) Die gesammten einfa- 
chen Hyperboloide, welche 
die drei Sirahlen 9, U, e 
gemein haben. 

4) Eine Schaar re 
Hyperboloide [G], welche, 
aulser U, Y,, & irgend einen 
vierten Strahl G gemein 
haben. 

(Die gesammten hyperbo- 
lischen Paraboloide, wel- 
che durch die drei Strahlen 
Y, A,, e gehen.) 

5) Irgend ein einfaches 


Hyperboloid [AX,]. 


6) Irgend eine geradlinige 
Fläche C; irgend ein sie be- 
rührendes einfaches Hyper- 
boloid P; und der Strahl, 
längs welchem es dieselbe 
berührt. U. s. w. 


) Den Elementen und Figuren 
VE N entsprechen.......... ‘in D;: 


1) Jedem Strahl (Gera- 
den) a: 


1) Irgend ein Strahl a. 
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2) Jedem Punkt, 
Strahlbüschel B: 

3) Jeder Geraden G, als 
Gebilde, eine SchaarPunk- 
te enth ind angesehen: 

(Der unendlich entfern: 
ten Geraden ®:) 

4) Einem Kegelschnitt 
DER }, der die Hauptgera- 
den A, &, berührt: 

5) Vrdend einem beliebi- 
gen Kegelschnitie ©: 

6) Irgend einer beliebi- 
&en Curve €; irgend einem 
PunkteB derselben; undder 
zugehörigen TangenteT: 


U sw. 


oder 


Wird der Strahlbüschel D;- durch 
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2) Eine Ebene, oder ein 
ebener Strahlbüschel R, 

3) Irgend ein Ebenenbü- 
schel ©. 


(Ein bestimmter Ebenen- 
büschel 9.) 

4) Eine Kegelfläche [A] 
2ten Gr., die Ar NE HRG 
str ahlen A, A, geht: 

5) Irgend eine Kegelflä- 
che 2ten Grades ©. 

6) Irgend eine bestimmte 
Kessliikohe @; irgend eine 
sie berührende Ebene = 
und ihr Berührungstr ahl & 


U. Ss. W. 
irgend eine 


Ebene €, geschnitten, so beruht die Beziehung der 
Ebenen E, und €, auf folgenden Fundanentaleigen- 


schaften: 


y) Den Elementen und Figuren 


1 a DE entsprechen ..... in E;: 
“| Jedem Punkt, oder 1) Ein Strahl, oder eine 
Strahlbüschel B: Gerade 8. 


2) Jedem Strahl, oder je- 
der Geraden G: 

(Der unendlich entfernten 
Geraden ®): 

3) JedemPunkt B, und ir- 
send einem durch ihn ge- 
henden Strahle a: 

4) Irgend einer Curve G; 
irgend einem Punkt P der- 
selben; und der Tangente 
Tin diesem: 


2) Ein Punkt, oder 
Strahlbüschel ©: 
(Ein bestimmter Punkt S9\, 


ein 


3) Eine Gerade B, und ir- 
gend ein in ihr liegender 
Punkt a. 

4) Irgend eine Curve G; 
irgend eine Tangente Pder- 
belbenz und ihrBerühtunge) 


punkt S. 


Daher: 


5) Irgend einer Cnrve C 


vom nten Grade: 


U. s. w. 


5) EineCurve@vom n(n-l) 
tenGrade, oder von der nten 
Classe, 

U, s, w. 


19° 
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Wenn bei den Ebenenbüscheln A, Uı, in D,, wie 
vorhin angenommen worden, die Ebenen e, s, aufein- 
ander liegen, dagegen die Geraden Y, A,, in E,, so 
gelegt werden, dafs statt der Punkte e, e,, irgend zwei 
andere Punkte, etwa d, d,, in ihrem Durchschnitte 
vereinigt sind, und wenn sodann die gegenseitige Be- 
ziehung der Strahlsysteme D,;, E,, in Rticksicht auf 
ihre entsprechenden Elemente, wie diese bei ihrem ur- 
sprünglichen Zusammenhange in R bestimmt werden, 
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gleich derjeni- 
gen, welche zwischen den obigen Gebilden E, D, (IV; 
2, «.) statt fand. Das vorstehende Beziehungssysteni 
y.) ist daher nur ein besonderer Fall des obigen (IV, 
2, ß.). (Ebenso erhält man, wenn man das Strahlsystem 
R durch irgend eine Ebene E, schneidet, ein Bezie- 
hungssystem zwischen den Ebenen E, und E;, welches 
ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, £.) ist). 

Das vorstehende Beziehungssystem (y.) enthält 
übrigens die Fundamentalsätze auf denen die sogenannte 
„Theorie des polaires reciprogues’’ beruht, welche Theo- 
rie gewöhnlich mittelst eines Hülfskegelschnitts darge- 
stellt wird ($. 44.), wobei nothwendigerweise beide 
Systeme von Figuren in einer und derselben Ebene 
liegen (d. h. die Ebenen E,, €, liegen aufeinander). 
Nier stellen sich diese Eigenschaften auf allgemeinere 
Weise, unabhängig vom Kegelschnitt, dar, und zwar, 
wie schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall 
des obigen Beziehungssystems (IV, 2, £.). Indessen 
gebührt das Verdienst, die genannte Theorie zuerst 
freier, unabhängig vom Kegelschnitt, aufgefafst zu ha- 
ben, dem gründlichen Forscher Möbius (Barycentr. 
Calecül.). 

Aus der vorstehenden Betrachtung sieht man, dafs 
dem Strahlsystem R, welches bei den obigen Betrach- 
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tungen (HH, IH u. IV.) nur als Mittel diente, selbst alle 
Eigenschaften auf bestimmte entsprechende Weise zu- 
konmen, welche dort von anderen Gebilden entwickelt 
und angedeutet worden. In der 'That sind die Figuren 
in den obigen Ebenen E, E, (IL) als beliebige Schnitte 
(dieser Ebenen und) des Strahlsystems R anzuschen, 
so. dafs also ihre Eigenschaften nur als Folgen der Ei- 
genschaften des letzteren erscheinen; ebenso sind die 
Strahlbüschel D, D, (II.) nur mittelst der Eigenschaf- 
ien des Strahlsystems R aufeinander bezogen worden, 
u. s. w.. Da hiernach gewisse netzgewebeartige Eigen- 
schaften (fast sämmtliche Resultate des ersten und drit- 
ten Kapitels) in jedem der 9 Gebilde E, E,, D, D,, 
E, €, D, Dı und R auf bestimmte entsprechende 
Weise statt finden: so sind also die Eigenschaften des 
Strahlsystems R keine eigentlich räumlichen, wiewohl 
dasselbe den ganzen Baum erfüllt, sondern sie sind 
blols solche, welche ihrem wahren Wesen nach der 
Ebene (E), oder dem Strahlbüschel (D) angehören. 
(Von eigentlich räumlichen Eigenschaften der Art, wird 
im dritten und vierten Abschnitte die Rede sein). Auch 
ist, zufolge der vorstehenden Betrachtung, das Strahl- 
system R in der That einerseits als eine durch den 
ganzen Raum ausgebreitete Ebene E,, und andererseits 
als ein aufgelöster, durch den ganzen Raum ausge- 
streuter Strahlbüschel D, anzuschen. In diesem Sinne 
lassen sich übrigens auch jene früheren Gebilde E, E,, 
€, €,D,D, D, D, als Umwandlungen der Strahl- 
systeme E, und D, (oder des Strahlsystems R) anse- 
hen, wodurch der Zusammenhang aller dieser Gebilde 
von einer neuen Seite sich offenbaret, und zwar wie 
folgt. 

Werden nämlich die zwei Geraden VW, U,, so wie 
sie hier oben in eine Ebene E, gelegt worden, zum 
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zweiten Mal in dieselbe, oder in irgend eine andere 
Ebene E; gelegt, jedoch so, dafs nicht die nämlichen 
zwei Punkte e, e, in ihrem Durchschnitte vereinigt sind, 
wie das erste Mal, so findet zwischen den Strahl- 
systemen E,, E;, bis auf einige Nebenumstände, offen- 
bar dieselbe Beziehung statt, wie oben zwischen den 
Ebenen €, €, (IV, 1). Bezeichnet man die zwei ebe- 
nen Strahlbüschel, in welchen die oben genannte Ebene 
€, (y.) die Hauptebenenbüschel X, X,, in D,, schneidet, 
durch 8, B,, und denkt man sich dieselben zum zwei- 
ten Mal (in derselben, oder) in irgend einer andern 
Ebene €; so gelegt, dafs nicht mehr die nämlichen 
zwei, Strahlen derselben vereinigt sind, wie dort in €, 
so findet zwischen den Ebenen €,, 6, in Ansehung 
ihrer entsprechenden Elemente, ähnliche Beziehung statt, 
wie oben zwischen den Ebenen E, E, (Il.). Entspre- 
chendes findet statt, wenn man die obigen Ebenenbü- 
schel X, X, in zwei verschiedenen Lagen, in einen 
und demselben, oder in zwei verschiedenen Strahlbü- 
scheln D,, D;, festhält und aufeinander bezieht. In 
dieser Hinsicht hätten also alle vorhergehenden Be- 
ziehungssysteme unmittelbar an die obigen Fundanıcen- 
talsätze (8. 38.) angeschlossen werden können. Im 
fünften Abschnitt wird diese letzte Betrachtungsweise 
ausführlicher erörtert und mit Erfolg angewandt werden. 

Zum Schlufse bemerke ich nochmals, dafs alle vor- 
hergehenden Beziehungssysteme auf verschiedene andere, 
zum Theil einfachere und leichter zu fassende Weisen 
erzeugt und betrachtet werden können, wobei eines 
Theils ebenfalls projectivische Eigenschaften (wie bier 
oben), andern Theils aber andere Bestimmungen zur 
Grundlage dienen, was durch die späteren Entwicke- 
Jungen ausführlich gezeigt werden wird. Es werden 
alsdann die Bezichungssvsteme in solcher Allgemein- 
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heit dargestellt, dafs sie auch diejenigen Fälle umfas- 
sen, wo einige von den Hauptelementen (Hauptpunkte, 
Hauptgerade, u, s, w, siehe oben II, II und IV.), 
welche bei der gegenwärtigen Betrachtung immer reell 


waren, imaginär sind. Auch werden dann ähnliche. 


Beziehungssysteme im Raume vorkommen, wo nament- 
lich in gewissen hesondern Fällen zwei Räume so auf- 
einander bezogen werden, dafs jeder Ebene im einen 
Raume, irgend eine Fläche zweiten Grades im andern 
Paume entspricht, wodurch man sodann in Stand ge- 
selzt wird, mit Leichtigkeit alle Flächen zweiten Grades 
unter gewissen Bedingungen zu erzeugen, und. ihre 
Eigenschaften aus den Eigenschaften der ihnen entspre- 
chenden Ebenen abzuleiten *), 


ne STR A a 


*) In Bezug auf die gegenwärtige Betrachtung mögen hier nach 
* folgende Beispiele von besondern Beziehungssystemen erwähnt wer- 
dlen. Zufolge jedes der zwei ersten (neben einander stehenden ) 
Sätze in (8.46, I.) hat man nämlich ein Beziehungssystem zwischen 
zwei aufeinander liegend gedachtenEbenen, wo z.B. nach dem Satze 
rechis, die Beziehung darin besteht, dals jedem beliebigen Punkte 
B,, in der einen Ebene, irgend ein bestimmter Kegelschnitt [BB], 
in der andern Ebene, entspricht, welcher durch drei bestimmte 
feste Punkte B, B,, (AA,) geht; u. s. w. Eine andere Art, wo- 
durch solche besondere Beziehungssysteme zu Stande gebracht wer- 
den, habe ich bereits im Jahre 1828 in einzelnen Lehrsätzen ange- 
deutet (Journal für Mathematik, Bd. TI. S. 211. Lehrs, 22 — 23.). 
_ Wie auf diese Weise andere, zusammengesetztere Systeme der 
Art aufgestellt werden können, ist leicht zu sehen. Nämlich durch 
jedes Porisma, worin z. B. die Abhängigkeit zweier Punkte von 
einander so beschaffen ist, dafs während der eine sich längs irgend 
einer Geraden (oder Curve) bewegt, der andere irgend eine bestimnite 
Curve durchläuft, entsteht ein solches Beziehungssystem; u. s. w, 
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Aufgaben und Lehrsätze. 


60. Die nachfolgenden Aufgaben und Vehrsätze 
sind zu dem Zwecke hierher gesetzt, um denjenigen 
Lesern, welche sich selbstthätig mit der in diesem 
Werke aufgestellten Methode beschäftigen wollen, Ge- 
legenheit zu geben, sich an zweckmäfsigen Beispielen 
zu üben. Sollten sich in der That Liebhaber finden, 
welche dem einen oder andern dieser Sätze ihre Auf- 
merksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welche selbst 
andere, dahin gehörige, Sätze aufsuchten und bewiesen, 
und sollte ihnen daran gelegen sein, sie mir mitzuthei- 
len, um sie bekannt zu machen, so würde ich gern 
bei der nächsten schicklichen Gelegenheit darauf Rück- 
sicht nehmen, oder, im Falle sie nach einer andern 
Methode behandelt, aber von allgemeinem Interesse 
wären, würde ich sie Herrn Crelle übergeben und 
ihn ersuchen, dieselben in sein Journal für Mathe- 
matik aufzunehmen. Die Zusendungen müfsten jedoch, 
wie es sich von selbst versteht, portofrei geschehen, und 
könnten nach Belieben, an den Herrn Redakteur des 
genannten Journals oder an mich adressirt werden. 


1) Wenn in einer Geraden A vier harmonische 
Punkte und in einem ebenen Strahlbüschel B vier har- 
monische Strahlen gegeben sind, so sind die zwei Ge- 
bilde A, B in Ansehung dieser gegebenen Elemente 
auf 8 verschiedene Arten projectivisch ($. 8, I, #.), und 
können, in Rücksicht auf | jede Art, in perspectivische 
Lage gebrächt werden ($. 6). Wenn nun in einer 
Ebene die Lage va 


der Geraden A als fest angenom- des Strahlbüschels B als fest an- 
imen nnd der Strahlbüschel Bauf angenommen und die Gerade A 


60. 


alle Arten mit ihr perspectivisch 
gelegt wird, welche gegenseitige 
Beziehung haben dann die 8 (oder 
16.) Punkte, in welche sein Mit- 
telpunkt füllt? 
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auf alle Arten mit ihm perspec- 
tivisch gelegt wird, welche ge- 
genseilige Beziehung haben dann 
die 8 (oder 16.) Geraden, in 
welche sie zu liegen kommt? 


2) Die der vorstehenden Aufgabe (1.) entsprechende 


Aufgabe im Strahlbüschel D, wenn nämlich hier in ei- 
nem ebenen Strahlbüschel 9 und in einem Ebenenbü- 
schel U vier harmonische Elemente gegeben sind (8. 


53, 15.). 


3) Wenn in einer Ebene zwei 
beliebige Gerade A, A, und in 
jeder irgend vier harmonische 
Punkte gegeben sind, so bestim- 
men die letztern, paarweise ge- 
nommen, 16 Strahlen S, diese 
schneiden sich in 72 Punkten P, 
u. s. w.; welche Eigenschaft he 
ben die Strahlen S in Hinsicht 
ihrer gegenseitigen Lage, und 
welche die Punkte P? wie oft 
liegen von den letztern 3, und 
wie oft 6 in einer Geraden? u. 
s. w. (Giebt es z. B. 8 Kegel- 
schnitte, wovon jeder die gege- 
benen Geraden A, A, und 4 
Strahlen S berührt? Lileeh un- 
ter andern von den Punkten P, 
8mal 6 in einer Geraden, und 
schneiden sich von diesen 4 und 
4 in einem Punkt? u. e. w.): 


3) Wenn in einer Ebene zwei 
beliebige Strahlbüschel B, B, 
und in "jedem irgend vier Be, 
nische Strahlen gegeben sind, so 
schneiden sich die letztern paar- 
weise genammen, in 16 Punkten 
P, diese bestimmen 72 Strahlen 
S. u. Ss. w.; welche Eigenschaft 
haben die Punkte P in Hinsicht 
ihrer gegenseitigen Lage, und 
welche die Strahlen S? wie oft 
gehen von den letztern 3, und 
wie oft 6 durch einen Punkt? 
u. sw. (Giebt es z, B. 8 Ke- 
gelschnitte, wovon jeder durch 
die Mittelpunkte B,B, und durch 
4 Punkte P geht? Gehen unter 
andern von den Strahlen S, Smal 
6 durch einen Punkt, uud liegen 
von diesen 4 und 4 in einer Ge- 
raden? u. s.w) 


4) Die den vorstehenden .(3.) ähnlichen Aufgaben 


im Raume, wenn nämlich in zwei festen Geraden A, 
A, oder in zwei festen Ebenenbüscheln 4, A, vier 
harmonische Elemente gegeben sind. 

5) Die den vorstehenden (3.) ähnlichen Aufgaben, 
wenn in einem Kegelschnitt zwei mal vier harmonische 
Punkte, oder zwei mal vier harmonische Tangenten 
gegeben sind ($. 43, IL). 
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6) Hierher die obigen Aufgaben (8. 21, IV.). 

7) Die den vorstehenden (6.) entsprechenden Auf- 
gaben im Strahlbüschel D, wenn nämlich drei projec- 
tivische ebene Strahlbüschel B, DB, ®, und drei 


projectivische Ebenenbüschel W, %, 


sind. 

8) Wenn drei unter sich pro- 
jeetivische Gerade A, A,, A, im 
Raume beliebig liegen, so be- 
stimmen je drei entsprechende 
Punkte derselben eine Ebene; 
welche krumme Fläche wird von 
allen diesen Ebenen berührt? 

9) Wenn vier unter sich projec- 
tivische Gerade im Raume belie- 
big liegen, wie oft befinden sich 
dann vier entsprechende Punkte 
derselben in einer Ebene? 


Az gegeben 


8) Wenn drei unter sich pro- 
jeetivische Ebenenbüschel X, W,, 
A, im Raume beliebig liegen, so 
schneiden sich je drei entspre- 
chende Ebenen derselben in ei- 
nem Punkt: in welcher krummen 
Linie liegen alle diese Punkte? 

9, Wenn vier unter sich pro- 
jectivische Ebenenbüschel im 
Raume beliebig liegen, wie oft 
ireffen sich dann vier entspre- 
chende Ebenen derselben in ei- 
nem Punkt? 


10) Zwei beliebige projectivische Gerade A, A, 
in einer Ebene so zu legen, dafs sie einen Kreis er- 
zeugen ($. 40, I.) 

il) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbü- 
schel B, ®B,, oder zwei beliebige projectivische Ebenen- 
büschel Y, UA, im Strahlbüschel D so zu legen, dals 
sie einen geraden Kegel erzeugen. 

12) Zwei beliebige projectivische Gerade A, A,, 
oder zwei beliebige projectivische Ebenenbüschel A,Q, 
im Raume so zu legen, dafs sie entweder a) ein run- 
des einfaches Hyperboloid (dessen Strahlen den Strah- 
len eines geraden Kegels parallel sind ($. 51, IV.)), 
oder b) dafs sie das in (8, 53, I, 1.) beschriebene be- 
sondere einfache Hyperboloid erzeugen. 

13) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbü- 
schel B, B, in einer Ebene so zu legen, dafs sie ent- 
weder a) die dem Kreise am nächsten kommende EI- 
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lipse, oder b) die am meisten von der gleichseitigen 
abweichende Hyperbel erzeugen ($. 40, I1.). 

14) Einen gegebenen Kegel zweiten Grades, oder 
ein gegebenes einfaches Hyperboloid (mittelst einer 
Ebene) in einem Kreise zu schneiden; oder: Wenn 
zwei projectivische Ebenenbüschel 4, A, in beliebiger 
fester Lage gegeben sind, sie mittelst einer Ebene E 
so zuschneiden, dafs die dadurch entstehenden ebenen 
Strahlbüschel ®, ®, gleich und gleichliegend sind, und 
mithin einen Kreis erzeugen ($. 40, II.); (desgleichen 
wenn in einem Strahlbüschel D irgend zwei projecti- 
vische ebene Strahlbüschel B, ®, gegeben sind). 

15) Wenn im Raume vier beliebige feste Ebenen 
gegeben sind, von welcher krummen Fläche werden 
dann alle Geraden, die von denselben in einem und 
demselben gegebenen Doppelverhältnifs geschnitten wer- 
den, berührt? 

Dieser Aufgabe steht eine andere zur Seite; welche? 
Was findet insbesondere statt, wenn das gegebene 
Doppelverbältnils harmonisch ist? 

16) Drehen sich zwei beliebige, der Gröfse nach 
unveränderliche Winkel (ab), (a,b,) (Fig. 56.) in einer 
Ebene dergestalt um ihre festen Scheitelpunkte B, B,, 
die in einem gegebenen Kegelschnitte liegen, dafs der 
Durchschnittspunkt a zweier ihrer Schenkel a, a, die- 
sen Kegelschnitt durchläuft, so beschreibt jeder der 
drei übrigen Punkte 6, c, d, in denen sich ihre Schen- 
kel paarweise schneiden, einen Kegelschnitt, welcher 
durch die zwei festen Scheitel B, B, geht. — Hierzu 
gehört ein Gegensatz; welcher? 

17) Drehen sich zwei der Gröflse nach gegebene 
Flächenwinkel (@ß), (@fı) um ihre festen Kanten Q, 
A, dergestalt, dafs die Durchschnittslinie (««,) zweier 
Seiten-Ebenen a, &, stels eine gegebene feste Gerade 
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9, trifft, so beschreibt jede der drei übrigen Durch- 
schnittslinien (Sf), (eßı), (Aa), welche die Seiten- 


Ebenen paarweise bilden, 


ein einfaches Hyperboloid, 


welches durch die festen Kanten X, A, geht. — Hierzu 
der Gegensatz; wie heifst er? 


18) Wenn die Grundlinie eines 
Dreiecks der Gröfse und Lage 
nach gegeben ist, und wenn ent- 
weder a) die Summe, oder b) 
der Unterschied der an dersel- 
ben liegenden Winkel gegeben 
ist, so ist der Ort der Spitze des 
Dreiecks: a) auf zwei gleiche 
Kreise beschränkt, welche die 
Grundlinie zur gemeinschaftlichen 
Sehne haben, oder b) auf zwei 
gleiche gleichseitige Hyperbeln, 
welche ebenfalls die Grundlinie zur 
gemeinschaftlichen Sehne haben, 

19) Wenn ein Kantenwinkel 
(ab) eines dreikantigen Körper- 
winkels (abe) der Grölse und 
Lage nach gegeben, und wenn 
entweder a) die Summe, oder 
b) der Unterschied der beiden 
daran liegenden Flächenwinkel 
gegeben ist, So ist der Ort der 
drittenKante e aufvier bestimmte 
(u. besondere) Kegelflächen zwei- 
ten Grades beschränkt, welche 
dem gegebenen Kantenwinkel (ab) 
umschrieben, und wovon zwei 
und zwei einander gleich sind, 


18) Wenn der Winkel an der 
Spitze eines Dreiecks der Grölse 
und Lage nach gegeben ist, und 
wenn entweder a) die Summe, 
oder b) der Unterschied der ihn 
einschliefsenden Seiten gegeben 
ist, so berührt die Grundlinie, in 
allen ihr zukommenden Lagen, 
sieis eine von vier Parabeln, wel- 
che dem gegebenen Winkel (und 
dessen Neben- und Scheitelwin- 
kel) eingeschrieben sind, und wo- 
von 2 und 2 (die in den Schei- 
telwinkeln liegen) gleich sind. 

19) Wenn ein Flächenwinkel 
(8) eines dreiflächigen Körper- 
winkels («ßy) der Gröfse und 
Lage nach gegeben, und wenn 
entweder a) die Summe, oder 
b) der Unterschied der beiden 
daran liegenden Kantenwinkel ge- 
geben ist, so berührt die dritte 
Seitenfläche y, in allen ihr zu- 
kommenden Lagen, stets eine von 
vier bestimmten Kegelfl. zweiten 
Gr., welche dem gegebenen Flä- 
chenwinkel eingeschrieben, und . 
wovon zwei und zwei gleich 
sind. 


Oder: 


Wenn die &rundlinie eines 
sphärischen Dreiecks der Grölse 
und Lage nach gegeben, und 
wenn entweder a) die Summe, 
oder b) der Unterschied der 
daran liegenden zwei Winkel ge- 
geben ist, sa ist der Ort der 


Wenn zwei Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks in zwei gege- 
benen Hayptkreisen liegen sollen 
und wenn entweder a) ihre Sum- 
me, oder b) ihr Unterschied ge- 
geben ist, so berührt die dritte 
Seite, in allen ihr möglicherweise 
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Spitze des Dreiecks auf vier be- 
stimmte sphärische Kegelschnitte 
beschränkt, welche jene Grund- 
linie zu? gemeinschaftlichen Sehne 
haben, und wovon zwei und zwei 
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zukommeiden Lagen, stets eirien 
von vier bestimmten sphärischen 
Kegelschnilten, welche jeneHaupt- 
kreise berühren, und wovon Zwei 
und zwei einander gleich sind, 


einander gleich sind. 

20) Bewegen sich zwei Ebenen «, «,, die sich 
um zwei feste Gerade W, X; drehen, dergestalt, dafs 
entweder a) die Summe, oder b) der Unterschied der 
Winkel, welche sie mit einer festen dritten Ebene E, 
die jenen beiden Geraden parallel ist, bilden, constant 
bleibt, so beschreibt ihre Durchschnittslinie (««,) eiü 
einfaches Hyperboloid, welches durch die festen Gera- 
den X, Aı geht: — Wie lautet der hierzu gehörige 
Satz? 

21) Bewegen sich zwei Ebenen «, «,, die sich um 
zwei feste Gerade W, X, drehen; dergestalt; dafs sie 
steis irgend zwei zugeordneten Durchmessern eines ge- 
gebenen festen Kegelschnitts parallel sind, so beschreibt 
ihre Durchschnittslinie (««,) ein einfaches Hyperboloid: 
(Vergl: $: 53, I; 2.); Liegen die Geraden W; A, in 
einer Ebene, so tritt an die Stelle des Hyperboloids eine 
Kegelfläche zweiten Grades. 


22) Wenn ein Kantenwinkel 
eines dreikantigen Körperwinkels 
der Gröfse und Lage niach, und 
wenn der ihm gegenüberliegende 
Flächenwinkel der Gröfse nach 
gegeben ist, in welcher Kegel- 
fläche befindet sich dann die 
Kante des letztern bei allen ih- 
ren verschiedenen Lagen? 


22) Wenn ein Flächenwinkel 
eines dreiflächigen Körperwinkels 
der Gröfse und Lage nach, und 
wenn der ihm gegenüber liegende 
Kantenwinkel der Gröfse nach 
gegeben ist, welche Kegelfläche 
berührt dann die Ebene des letz- 
tern in allen ihren verschiedenen 


Lagen? 


Diese Aufgaben sind Bedürfnifs in der Stereome- 


trie, 


Wenn auch die genannten Kegelflächen vom 


vierten Grade sind, so sind sie vielleicht von solcher 
besonderen Art, dafs sie deshalb doch bequem bei ver- 
schiedenen Konstructionen angewandt werden können, 
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Wie lauten die den vorstehenden entsprechenden Ep: 
rischen Aufgaben? ($. 34. u. $: 48.) 

23) Wenn ein der Gröfse nach 23) Wenn ein der Gröfse nach 
unveränderlicher ‚Winkel (aa,) unveränderlicher Flächenwinkel” 
sich so um seinen festen Schei- (@«,) sich dergestalt bewegt, 
tel dreht, dafs seine Schenkel a, dafs seine Seitenflächen «, «, 
a, stetsirgend zwei feste Gerade stets durch irgend zwei feste Ge- 
A, A, im Raume schneiden, wel- rade Y, A, im Raume gehen, 
che krumme Fläche wird dann welche krumme Fläche wird dann 
von der durch die Durchschnitts- von seiner Kante (««,) beschrie: 
punkte gehenden Geraden be- ben? 
schrieben? 


24) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, 
eine Gerade A und ein ebener Strahlbüschel B, in be- 
liebiger schiefer Lage in einer Ebene, und man zieht 
durch jeden Punkt der Geraden einen Strahl; welcher 
entweder a) dem: (dem jedesmaligen Punkt) entsprechen- 
den Strahl des Strablbüschels parallel ist, oder b) wel- 
cher zu ihm rechtwinklig ist, so berühren alle solche 
Strahlen eine bestimmte Parabel, welche auch von der 
gegebenen Geraden A berührt wird. 

25) Befinden sich dieselben Gebilde A, B (24.) ın 
beliebiger schiefer Lage im Raume und man zieht durch 
die Punkte in A Strahlen, welche den entsprechenden 
Strahlen in B parallel sind, so liegen dieselben in ei- 
nem hyperbolischen Paraboloid ($.52.); und fället man 
aus den Punkten in A senkrechte Ebenen auf die ihnen 
entsprechenden Strahlen in B, so berühren alle diese 
Ebenen einen bestimmten parabolischen Cylinder ($. 
40, Il.). 

26) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine 
Gerade A und ein Eberienbüschel U, in schiefer Lage, 
und man fället aus den Punkten in A Lothe auf die 
ihnen entsprechenden Ebenen in Q, so liegen alle diese 
Lothe in einem hyperbolischen Paraboloid. — Was 
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findet statt, wenn man durch die Punkte in A Ebenen 
legt, die den-entsprechenden Ebenen in parallel sind? 

27) Liegen zwei projectivische ebene Strahlbüschel 
B, B, beliebig im Raume und man legt durch irgend 
einen gegebenen Punkt D Ebenen, wovon jede ‚irgend 
zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbüschel parallel 
ist, so unihüllen sie eine Kegelfläche D zweiten Grades; 
oder legt man durch D solche Gerade; wovon jede 
zu irgend zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbü- 
schel der Richtung nach rechtwinklig ist, so liegen sie 
in einer Kegelfläche zweiten Grades. 

28) Sind im Raume irgend zwei Gerade: A, A, und 
irgend ein Ebenenbüschel A in fester Lage :gegeben 
und eine andere Gerade a bewegt sich längs jenen 
beiden so, dafs sie stets zu irgend einer. Ebene des 
Ebenenbüschels senkrecht ist, so beschreibt sie ein 
gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid (8. 52, II.). 

29) Ist irgend ein Kegel zweiten Grades und sind 
irgend zwei Gerade A, A,, die auf zwei beliebigen Be- 
rührungsebenen desselben senkrecht stehen, gegeben 
und eine dritte Gerade a bewegt sich so, dals sie stets 
jene zwei Geraden schneidet und beständig zu irgend 
einer Berührungsebene des Kegels rechtwinklig ist, so 
beschreibt sie ein einfaches Hyperboloid. 

30) Alle Ebenen, welche durch irgend einen festen 
Punkt D gehen und ein gegebenes einfaches Hyperbo- 
loid in gleichseitigen Hyperbeln schneiden, berühren 
einen Kegel D zweiten Grades *), — Beim hyverboli- 


*) Alle Ebenen, welche durch irgend einen gegebenen Punkt 
D gehen und irgend eine gegebene Fläche zweiten Grades in. Pa- 
rabeln schneiden, umhüllen einen Kegel 2ten Grades, welcher dem 
Asymptoten-Kegel jener Fläche gleich und mit ihm parallel ist. 
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schen Paraboloid ist dieser Satz immer möglich S 52, 
und $. 53, 4, links.): | 

31) Alle Ebenen die Auch irgend einen scdiffinen 
Punkt gehen und irgend eine gegebene Fläche zweiten 
Grades in ähnlichen Gurven schneiden; umhüllen was 
für eine Kegelfläche? 

32) „Beim einfachen Hyperboloid liegen alle Ner- 
malen längs irgend eines Strahls desselben in einen 
gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid.” — Dieser 
bekannte Satz läfst sich leicht durch projeetivische Ei- 
genschaften beweisen ($. 52; u. 53.): 

33) Bei jeder Fläche zweiten Grades sitid die Nor- 
malen längs irgend eines ebenen Schnittes derselben 
jedesmal den Strahlen irgend eines Kegels zweiten Gra- 
des parallel: 

34) Wie viele Normalen sind, im Allgemeinen, 
von einem beliebigen Punkte aus, auf irgend eine ge- 
gebene Fläche zweiten Grades möglich, und welche 
Beziehung haben sie unter sich? | 

35) Im Allgemeinen steht auf jedem Durchmesser 
einer Fläche zweiten Grades ein bestimmter, ihm zu- 
geordneter, anderer Durchmesser senkrecht: Alle Durch- 
messer; ‚welche zu solchen andern, die in irgend: einer 
Durchmesser-Ebene E (d: i: eine Ebene, die durch den 
Mittelpunkt der Fläche geht) liegen, zugeordnet ünd 
rechtwinklig sind; befinden sich in einer Kegelfläche 
zweiten Grades, welche durch den jener Ebene E zu- 
geordneten und durch den auf ihr senkrecht stehenden 
Durchmesser der Fläche geht. 

36) Alle Durchmesser-Ebenen einer Fläche zwei- 
ten Grades, die zu solchen Durchmessern zugeordnet 
sind, welche in irgend einer Kegelfläche zweiten Gra- 
des liegen, berühren eine andere Kegelfläche desselben 
Grades; und auch umgekehrt, 

37) In 
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37) In jeder Durchmesser- Ebene einer Fläche zwei- 
ten Grades liegen, im Allgemeinen, zwei zugeordnete 
zu einander rechtwinklige Durchmesser; welches ist der 
Ort der letztern bei einem Durchmesser-Ebenenbü- 
schel U (d. h. bei einer Schaar Ebenen, die durch ei- 
nen Durchmesser A der Fläche gehen)? 

RER ER, 

38) Wenn im Raume irgend zwei Gerade A, A, 
und irgend eine ebene Curve nten Grades C gegeben 
sind, und es bewegt sich eine dritte Gerade a so, dafs 
sie stets jene drei festen Elemente A, A,, C schnei- 
det, so beschreibt sie eine Fläche vom 2nten Grade, 
welche jedoch von unzähligen Ebenen «, f, y, -.... in 
Curven vom nten Gerade geschnitten werden kann, 
und zwar bilden alle solche Ebenen einen bestimmten 
Ebenenbüschel 4. — Es giebt einen andern Satz, wel- 
cher diesem zur Seite steht; wie lautet er? 

39) Denkt man sich um ein gegebenes Dreieck 
£93 eine Schaar (d. i. alle mögliche) ähnliche Kegel- 
schnitte, von irgend einer bestimmten Gattung, be- 
schrieben, so werden dieselben allemal von irgend ei- 
ner bestimmten ‘Curve vierten Grades C umhüllt (be- 
rührt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks £,9,3 
zu singulären Punkten hat. Derjenige Punkt, in wel- 
chem jeder Kegelschnitt von der Curve C berührt 
wird, und derjenige Punkt, in welchem er den dem 
Dreieck £93 umschriebenen Kreis K zum _viertenmal 
schneidet (aufser den Punkten x, 9, 3), sind. allemal 
Endpunkte eines und desselben Durchmessers des Ke- 
gelschnitts. Der Kreis K wird in jedem Punkt von 
zwei der genannten Kegelschnitte geschnitten, und die 
zwei Punkte, in welchen diese von der Curve C be- 
rührt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen 
Hyperbel, die dem Dreieck £1y5 umschrieben ist; u. s: w. 

20 
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In Hinsicht der Curve G findeu folgende wesentliche 
Grenzfälle statt: a) Gehen die Schaar Kegelschnitte in 
Kreise über, so fallen sie alle in einen einzigen zu- 
sammen, in welchen ebenfalls die Curve C übergeht, 
und welcher der dem Dreieck umschriebene Kreis 
K ist; b) verwandeln sich die Kegelschnitte in Para- 
beln, so geht die Curve C in eine unendlich ent- 
fernte Gerade über; und c) sind die Kegelschnitte 
. gleichseitige Hyperbeln, so reduzirt sich die Curve 
C auf einen Punkt, nämlich auf denjenigen, in wel- 
chem sich die drei Höhen des Dreiecks schneiden, d. h., 
„durch diesen . Punkt geht jede der genannten Hy- 
perbeln.” | 

Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und wel- 
ches ist der Ort der Brennpunkte der vorgenannten 
Schaar Kegelschnitte? 

40) Legt man an je zwei von drei Kreisen «, f, y 
(Fig. 57.), welche irgend einem Dreiseit xyz einge- 
schrieben sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente 
A, A,, A,, so bilden ‚diese ein Dreiseit AA,A,, in 
welches sich unzählige Dreiecke aaa, so beschreiben 
lassen, dafs ihre Seiten jene Kreise berühren; nämlich 
legt man aus einem beliebigen Punkt a, in A, eine 
Tangente aa, an den Kreis y, aus dem dadurch be- 
stimmten Punkte Aa,, in A,, ferner eine Tangente a,q; 
an den Kreis @, so berührt allemal die Gerade aa, 
den Kreis #. — Man erhält einen ähnlichen Satz, wenn 
man noch den vierten Kreis ö, welcher dem gegebenen 
Dreiseit xyz eingeschrieben werden kann, zu Hülfe 
nimmt. Beide Sätze sind jedoch nur besondere Fälle 
des folgenden allgemeinen Satzes (rechts)., 


41) Werden einem gegebenen 41) Werden einem gegebenen 
Dreieck £93 beliebige n Kegel- Dreiseit xyz beliebige n Kegel- 
schnitte umschrieben, und man schnitte eingeschrieben und man 
berücksichtigt die n Punkte B, legt an je zwei, nach der Reihe 
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BB, ‚„ in welchen je 
zwei, nach der Reihe unmittel- 
telbar aufeinander folgende, Ke- 
gelschnitte sich schneiden, so las- 
sen sich unzählige n Ecke so be- 
schreiben, dafs ihre Seiten, nach 
der Reihe, durch jene Punkte ge- 
hen, und dafs ihre Ecken, nach 
der Ordnung, in jenen Kegel- 
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unmittelbar aufeinander folgende 
Kegelschnitte, eine (vierte) ge- 
meinschaftliche Tangente A, A,, 
1 RE ‚so lassen sich unzäh- 
lige n Ecke so beschreiben, dals 
ihre Eeken, nach der Reihe, in 
jenen Tangenten liegen, und dafs 
ihre Seiten, nach der Ordnung, 


jene Kegelschnitte berühren. 
schnitten liegen. 

Wofern man eine oder zwei Gerade als Kegel- 
schnitt betrachtet, so sind in: diesen Sätzen, unter an- 
dern, auch die obigen Sätze ($. 23, II u, Il.) und 
($. 42, 1.) als besondere Fälle enthalten. Aufserdem 
entstehen auch merkwürdige besondere Fälle, wenn an- 
genommen wird, von den gegebenen Elementen x, y, 3 
und x, y, z sollen einige imaginär oder unendlich 
entfernt sein. 

42) Wenn in einer. Ebene ein beliebiges n Seit 
und alle Ecken eines n Ecks, bis auf zwei, gegeben 
sind, so sollen diese zwei unter der Bedingung gefun- 
den werden, dafs sodann unendlich viele n Ecke mög- 
lich sind, welche zugleich jenem n Seit eingeschrieben 
und jenem n Eck umschrieben sind. (Der Ort der 
zwei gesuchten Eckpunkte ist auf zwei bestimmte Ge- 
rade beschränkt, welche durch dieselben projectivisch 
getheilt werden, so dafs also die sie verbindende Seite, 
in allen ibren möglich verschiedenen Lagen, stets ei- 
nen bestimmten Kegelschnitt berührt. — Wie heifst 
die dieser Aufgabe enigegenstehende Aufgabe? Beide 
Aufgaben finden auch statt, wenn das gegebene n Seit 
und n Eck nicht in einer Ebene, sondern im Raume 
(8. 55.) sich befinden, wozu insbesondere die nacher- 
wähnte Aufgabe gehört. 

43) Hierber die Aufgabe und der Satz in (8.58. Note.). 

44) Wenn in der Ebene ein beliebiges n Eck ge- 

20.8 
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geben ist, ein anderes zu beschreiben, welches jenem 
zugleich um- und eingeschrieben ist.— Moebius 
hat gezeigt, dafs diese Aufgabe beim Dreieck und Vier- 
eck noch nicht möglich ist (Journ. f. Mathem.). Die 
in (8. 25.) gegebene Auflösung mufs dies bestätigen, 
wenn man die beiden Vierecke gleich werden und auf- 
einander fallen läfst; man wird dann finden, dafs bei 
den aufeinander liegenden projectivischen Geraden A, A, 
keine entsprechende Punkte vereinigt sind. Eben so 
mufs man finden können, ob die vorgelegte Aufgabe 
für das Fünfeck u. s. w. möglich ist. 

45) Wenn im Raume irgend ein n Flach ($. 55.) 
und irgend ein n Eck gegeben: 


Ein n Eck (im Raume) zu be- Ein n Flach (im Raume) zu 
schreiben, welches dem n Flach beschreiben, welches jenem n 
eingeschrieben und jenem n Eck Flach eingeschrieben und dem 
umschrieben ist. n Eck umschrieben ist. 


Oder: 

Wenn im Raume n beliebige Ebenen und n be- 
liebige Punkte gegeben sind, ein n Eck (im Raume, 
$. 55.) so zu beschreiben, dafs seine Ecken, nach der 
Reihe, in jenen Ebenen liegen ‚ und seine Seiten, nach 
der Reihe, durch jene Punkte gehen. — Diese Aufgabe 


läfst im Allgemeinen 1?. 22, 3?...... n?5 x Auflösungen 


zu (vergl. $. 25. Note.). Giebt es in der That Fälle, 
wo alle diese Auflösungen zugleich möglich sind, oder 
verhält es sich damit so, dafs, während ein Theil der- 
selben möglich ist, die andern nicht statt finden kön- 
nen? Dasselbe kann bei ($. 25.) und ($. 56, 4.) ge- 
fragt werden. 


46) Zweimal drei zugeordnete 46) Zweimal drei zugeordnete 
harmonische Pole in Bezug auf Harmonische in Bezug auf einen 
einen gegebenen Kegelschnitt ($. gegebenen Kegelschnitt ($. 44.), 
44.), liegen allemal in irgend ei- berühren allemal irgend einen an- 
nem andern Kegelschnitt. dern Kegelschnitt, 


00, 

47) Haben irgend drei Kegel- 
schnitte K, K,, K, in einer 
Ebene zwei gemeinschaftliche 
(reelle oder imaginäre) Punkte 
t, 8, so ist der Ort desjenigen 
Punkts P, dessen drei Harmoni- 
sche in Bezug auf dieselben (8. 
44.) sich in irgend einem Punkt 
P, schneiden, so wie der Ort 
dieses letztern Punkis, ein und 
derselbe bestimmte vierte Kegel- 
schnitt K,, welcher mit jenen 
dreien die nämlichen zwei Punkte 
gemein hat; und ferner: die Ge- 
rade PP, geht stets durch einen 
bestimmten festen Punkt Q@, wel- 
cher der harmonische Pol der 
Geraden r8 in Bezug auf den 
vierten Kegelschnitt K, ist, und 
in welchem sich die drei Sekan- 
ten, welehe die drei gegebenen 
Kegelschnitte, paarweise genom- 
men, gemein haben (aufser der 
Sekante r3), schneiden; u s. w.; 


48) Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben 
sind, welches ist dann der Ort 
desjenigen Punkts P, dessen drei 
Harmonische in Bezug auf die 
Kegelschnitte, sich in irgend ei- 
nem andern Punkte P, schnei- 
den? und welche Curve wird 
von der Geraden PP, berührt? 
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47) Haben irgend drei Kegel- 
schnitte 8, $8,, $, in einer 
Ebene zwei gemeinschaftliche 
(reelle oder imaginäre) Tangen- 
ten r, 8, so berührt jede Gerade 
&, deren drei harmonische Pole 
in Bezug auf dieselben ($. 44.) 
in irgend einer andern Geraden 
&, liegen, so wie auch diese 
letztere Gerade, stets einen und 
denselben bestimmten vierten 
Kegelschnitt $,, welcher mit je- 
nen dreien die nämlichen zwei 
Tangenten gemein hat; und fer- 
ner: der Punkt (6G,) liegt 
stets auf einer bestimmten festen 
Geraden D, welche die Harmo- 
nische des Durchschnittspunkts 
(vs) in Bezug auf den viertenKe- 
gelschnitt $, ist, und in welcher 
die drei Durchschnittspunkte der 
drei Paar Tangenten, welche die 
drei gegebenen Kegelschnitte, 
paarweise genommen, gemein ha- 
ben, liegen; u. s. w. 


48) Wenn in einer Ebene drei 
beliebige Kegelschnitte gegeben 
sind, welche Curve wird dann 
von derjenigen Geraden ©, de- 
ren drei harmonische Pole in Be- 
zug auf die Kegelschnitie, in ir- 
gend einer andern Geraden ©, 
liegen, berührt? und welches ist 
der Ort des Durchschnittspunkts 
(66,7? 


49) Wie steht es mit den vorstehenden Sätzen (47.) 
und Aufgaben (48.) in den besondern Fällen, wo statt 
jedes gegebenen Kegelschnitts zwei Gerade (links) oder 
zwei Punkte (rechts) angenommen werden? 


50) Haben irgend vier gegebene 


50) Haben irgend vier gegebene 


Flächen zweiten Grades einen Flächen zweiten Grades einen ge- 


(reellen oder imaginären) Kegel- 


meinschafllichen Berührungskegel 
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schnitt K gemein, so ist der Ort 
desjenigen Punkts P, dessen vier 
harmonische Ebenen in Bezug auf 
dieselben sich in irgend einem 
andern Punkt P, ‚schneiden, so 
wie der Ort des letztern Punkts, 
eine und dieselbe bestimmte 
fünfte Fläche desselben Grades, 
welche mit jenen vieren den näm- 
lichen Kegelschnitt K gemein hat; 
und ferner: die Gerade PP, geht 
stets durch einen bestimmten fe- 
sten Punkt @, welcher der har- 
monische Pol der Ebene K in 
Bezug auf die fünfte Fläche ist, 
und durch welchen die Ebenen 
der fechs Kegelschnitte, welche 
die vier gegebenen Flächen, paar- 
weise genommen, gemein haben, 
gehen; u. s. w, 

51) Wenn vier beliebige Flä- 
chen zweiten Grades gegeben 
sind, welches ist dann der Ort 
desjenigen Punkts P, dessen vier 
harmonische Ebenen in Bezug auf 
dieselben, sich in irgend einem 
andern Punkt P, schneiden? und 
welches ist der Ort der Geraden 
DE.) 

52) Haben irgend zwei Kegel- 
schnitte vier gemeinschaftliche 
Punkte, und gehen von den acht 
Tangenien, von welchen sie in 
denselben berührt werden, drei 
durch irgend einen Punkt, so geht 
allemal noch eine vierte Tangente 
durch denselben Punkt, und so 
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$, so berührt jede solche Ebene 
€, deren vier harmonische Pole, 
in Bezug auf jene Flächen, in ir- 
gend einer andern Ebene €, lie- 
gen, so wie auch diese letztere 
Ebene, stets eine und dieselbe 
bestimmte fünfte Fläche desselben 
Grades, welche mit jenen vieren 
den nämlichen Berührungskegel 
X gemein hat; und ferner: die 
Gerade (EE,) liegt stetsin einer 
bestimmten festen Ebene Q, wel- 
che die harmonische Ebene des 
Punkts $£ in Bezug auf die fünfte 
Fläche ist, und in welcher die 
Mittelpunkte der sechs Berüh- 
rungskegel, welche die vier ge- 
gebenen Flächen, paarweise ge- 
nommen, gemein haben, liegen; 
u. Ss, w. 

51) Wenn vier beliebige Flä- 
chen zweiten Grades gegeben 
sind, welche krumme Fläche wird 
dann von derjenigen Ebene € be- 
rührt, deren vier harm. Pole in 
Bezug auf dieselben in irgend ei- 
ner andern Ebene €, liegen? und 
welches ist der Ort der Durch- 
schnitislinie (EE,)? *) 

52) Haben irgend zwei Kegel- 
schnitte vier gemeinschafiliche 
Tangenten, und liegen von den 
acht Punkten, in welchen sie von 
denselben berührt werden, drei 
in irgend einer Geraden, so liegt 
allemal noch ein vierter Punkt in 
derselben Geraden, und so lie- 


*) Welche Eigenthümlichkeiten finden bei diesen Aufgaben, 
so wie bei den Sätzen (50.), statt, wenn für jede angegebene Fläche 
insbesondere eine Kegelfläche zweiten Grades oder zwei Ebenen 


angerommen werden? 
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gehen alsdann auch die vierübri- gen alsdann auch die vier übrigen 
gen Tangenten durch irgend einen Punkte in irgend einer und der- 


und denselben Punkt. 


selben Geraden, 


Solche Beziehung, wie hier die zwei Kegelschnitte, 
hat bei den obigen Sätzen (47.) der vierte Kegelschnitt 
zu jedem der drei gegebenen. 


53) Haben irgend zwei Flächen 
zweiten Grades zwei gemein- 
schaftliche Kegelschnitte, und ha- 
ben von den vier Kegelflächen, 
von welchensie in denselben be- 
rührt werden, zwei einen und 
denselben Mittelpunkt, so haben 
alsdann auch die zwei übrigen 
Kegelflächen irgend einen Punkt 
zum gemeins. Mittelpunkt, 


53) Haben irgend zwei Flächen 
zweiten. Grades zwei gemein- 
schaftliche Berührungskegel, und 
liegen von den vier Kegelschnit- 
ten, in welchen sie von densel- 
ben berührt werden, zwei in ei- 
ner und derselben Ebene, so lie- 
gen alsdann auch die zwei übri- 
gen Kegelschnitte in irgend einer 
und derselben Ebene. 


Solche Beziehung, wie hier die zwei Flächen zwei- 
ten Grades, hat bei den obigen Sätzen (50.) die fünfte 
Fläche zu jeder der vier gegebenen. 


54) „Irgend 6 Punkte eines be- 
liebigen Kegelschnitts bestimmen 
60 eingeschriebene einfache Sechs- 
ecke ($. 19.); in jedem der letz- 
teren liegen die drei Punkte, in 
welchen die gegenüber liegenden 
Seiten sich schneiden, in einer 
Geraden G ($. 42, I.), so dafs 
also 60 solcher Geraden G’ statt 
finden; von diesen60 Geraden ge- 
hen drei und drei durch irgend einen 
Punkt P, so dafs 20 solcher Punkte 
P entstehen; und von diesen 20 
Punkten liegen 15 mal 4 in einer 
Geraden g, so dafs jeder in drei 
solchen Geraden liegt.” (Welche 
Beziehung haben diese 15 Gera- 
den g weiter zu einander?) 


54) „Irgend 6 Tangenten eines 
beliebigen Kegelschnitts bestim- 
men 60 umschriebene einfache 
Sechsseite (8. 19.); in jedem der 
letzteren gehen die drei Diagona- 
len, welche die gegenüber ste- 
henden Ecken verbinden, durch 
einen Punkt 9 ($. 42, L.), » 
dafs also 60 solcher Punkte 9 
statt finden; von diesen 60 Punk- 
ten liegen drei und drei in ir- 
gend einer Geraden ®, so dafs 
20 solcher Geraden ©) entstehen; 
und von diesen 20 Geraden ge- 
hen 15 mal 4 durch einen Punkt 
», so dafs jede durch drei solche 
Punkte geht.” (VVelche Bezie- 
hung haben diese 15 Punkte p 
weiter zu einander? ) 


„Sind, bei einem und demselben Kegelschnitt, die 
gegebenen sechs Punkte (links) zugleich die Berüh- 
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rungspunkte der gegebenen sechs Tangenten (rechts), 


so sind: 


DV (8. 44.), 
die 20 Punkte P die 


Geraden ©, 


die 60 Geraden G die Harmonischen der 60 Punkte 


harmonischen Pole der 20 


die 15 Geraden g die Harmonischen der 15 Punkte p 
in Bezug auf den Kegelschnitt” *). 


55) Wenn bei dem vorherge- 
henden Satze (54.) die 6 Punkte 
insbesondere so angenommen wer- 
den, dafs sie, paarweise, in drei 
Geraden liegen, welche durch ir- 
gend einen und denselben Punkt 
gehen: welche besondere Lage 
haben alsdann die 60 Geraden 
G, die 20 Punkte P, und die 15 
Geraden g? 


55) Wenn bei dem vorherge- 
henden Satze (54.) die 6 Tan- 
genten insbesondere so angenom- 
men werden, dalssie sich, paar- 
weise, in drei Punkten schneiden, 
welche in irgend einer und der- 
selben Geraden liegen: welche 
besondere Lage haben alsdann 
die 60 Punkte 9, die 20 Gera- 
den ®, und die 15 Punkte p? 


56) Besteht, in Betracht der Sätze (54.), der ge- 
gebene Kegelschnitt links aus zwei Geraden und rechts 
aus zwei Punkten, so hat man ferner insbesondere fol- 


gende Sätze ($. 23, II): 


„Wenn in jeder von zwei Ge- 
raden A, A,, die in einer Ebene 
liegen, drei beliebige Punkte an- 
genommen werden, so lassen sich 
durch diese, paarweise, 9 Ge- 
rade G legen, welche sich, paar- 
weise, in 18 Punkten P schnei- 
den, wovon 6 mal 3 in einer 
Geraden ;g liegen, und von die- 
sen 6 Geraden g gehen 3-und 3 
durch einen Punkt.” 


»Wenn in jedem von zwei 
Strahlbüscheln B, B,, die in 
einer Ebene liegen, drei belie- 
bige Strahlen angenommen wer- 
den, so schneiden sich diese, 
paarweise, in 9 Punkten 9, durch 
welche sich, paarweise, 18 Ge- 
rade © legen lassen, wovon 6 
mal 3 durch einen Punkt p ge- 
hen, und von diesen 6 Punkten p 
liegen 3und 3in einer Geraden,” 


*) Bei der ersten Bekanntmachung dieser Sätze (Annales de 


Mathematiques, tom. XVII.) hatte sich, in Betreff der Geraden g 
und der Punkte p, eine Unrichtigkeit eingeschlichen. — Hülfsmittel, 
durch welche die Sätze sich beweisen lassen, sind im gegenwärli- 
gen Theile enthalten ($. 42. u. $. 46.).— Die Sätze (56.) habe ich 
ebendaselbst zuerst bekannt gemacht. 
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57) Wenn in Ansehung der obigen Sätze (54.): 


Von den angenommenen sechs Von den angenommenen sechs 
Punkten fünf fest bleiben, wäh- Tangenten fünf fest bleiben, wäh- 
rend der sechste den Kegelschnitt rend die sechste sich um den 
durchläuft: wie bewegen sich dann Kegelschnitt herumbewegt: wie 
die 60 Geraden G, wie die 20 bewegen sich dann die 60 Punkte 
Punkte P, und wie die 15 Ge- 9, wie die 20 Geraden ©, und 
raden g? wie die 15 Punkte p? 


58) Die Sätze (54.) beziehn sich auf sechs gleich- 
arlige Elemente eines Kegelschnitts: welche eigenthüm- 
lichen Sätze finden bei sechs ungleichnamigen Elemen- 
ten statt, d. h., wenn 5, 4, 3, 2, 1 Punkte und re- 
speclive 1, 2, 3, 4, 5 Tangenten eines Kegelschnilts 
gegeben sind? 

59) Denkt man sich im Raume irgend zwei recht- 
winklige Coordinatensysteme um einen und denselben 
Anfangspunkt, so findet folgendes statt: 

Die 6 Coordinatenaxen Die 6 Coordinatenebenen 
liegen allemal in irgend ei- berühren allemal irgend ei- 


ner Kegelfläche zweiten neKegelfläche zweiten Gra- 
Grades. des. 


Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines umfas- 
sendern Satzes. Auch kann er, auf entsprechende 
Weise, wie der obige (54.), weiter ausgedehnt wer- 
den ($. 33. u. &. 48.). 

60) Wenn irgend 9 Punkte einer Fläche zweiten 
Grades gegeben sind, beliebige andere Punkte dersel- 
ben (durch Konstruction) zu finden; oder: „Welche 
Relation findet zwischen irgend 10 Punkten einer Fläche 
zweiten Grades statt?’ 

Die zweite Frage ist bereits zweimal von der Brüs- 
seler Akademie als Preisaufgabe gegeben worden, aber 
beidemal, so viel ich weils, ohne Erfolg. 

61) Wenn von der Durchschnittscurve zweier Flä- 
' chen zweiten Grades irgend acht Punkte gegeben sind, 
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beliebige andere Punkte derselben (durch Konstruction) 
zu finden. 

62) Durch acht beliebige gegebene Punkte im Rind 
eine Kegelfläche zweiten Grades zu legen. — Läfst im 
Allgemeinen vier Auflösungen zu. 

63) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Schei- 
tel) aller Kegelflächen zweiten Grades, welche durch 
irgend 6, oder 7, gegebenePunkte im Raume gehen? 

64) Wenn acht beliebige Gerade im Raume gege- 
ben sind, eine Kegelfläche zweiten Grades zu finden, 
welche dieselben berührt. 

65) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Schei- 
tel) aller Kegelflächen zweiten Grades, welche irgend 
6, oder 7, gegebene -Gerade im Raume berühren? 

66) Welches ist der Ort aller Ebenen, welche ir- 
gend 6, oder 7, gegebene Gerade im Baume so schnei- 
den, dafs das durch die Durchschnittspunkte bestimmte 
Sechseck oder Siebeneck irgend einem Kegelschnitt um- 
schrieben ist? 

67) Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflächen 
zweiten Grades, welche irgend einem gegebenen Sechs- 
eck im Raume (8. 55.) eingeschrieben sind (d. h. dessen 
Seiten berühren), ist ein einfaches Hyperboloid. 

Dieser Satz und die vorhergehenden Aufgaben 
(60, bis 66.) haben ihre zugeordneten; wie lauten sie? 

68) Welches ist der Ort des Mittelpunkts der ge- 
raden Kegelfläche, a) welche durch irgend 4, oder 5, 
gegebene Punkte im Raume geht, oder b) welche ir- 
gend 4, oder 5, gegebene Gerade im Raume berührt? 

69) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises, 
a) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen berührt, 
oder b) welcherirgend 4, oder 5, gegebene Gerade im 
Baume schneidet? 
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70) Welche Eigenschaften hat eine Schaar ähnli- 
cher Sphäroide, welche durch irgend 4, oder 5, gege- 
bene Punkte im Raume gehen; z.B. von welcher krum- 
men Fläche werden sie umhüllt (vergl. 39.), welches 
ist der Ort ihrer Lee oder ihrer Brenn- 
punkte? u. s. w. 

71) Welches ist der Ort 2 Mittelpunkte aller 
einfachen Hyperboloide, welche durch die Seiten eines 
gegebenen Vierseits im Baume ($. 55.) gehen? 

72) „Eine Kugel zu finden, welche irgend vier ge- 
gebene Gerade im Raume berührt.” 

73) Eine Fläche zweiten Grades zu finden, welche 
irgend 9 gegebene Gerade im Raume berührt. (Wie 
viele Auflösungen sind möglich?) 

74) Die Axen (d. i, die drei zu einander recht- 
'winkligen conjugirten Durchmesser) eines gegebenen 
schiefen Kegels zweiten Grades zu finden. 

ea 

75) Werden zwei beliebige Ebenen E, E, mittelst 
irgend eines Strahlbüschels D aufeinander projicirt, so 
dafs jedem Punkt der einen ein bestimmter Punkt in 
der andern entspricht, und.werden sofort die Ebenen 
in beliebige andere (schiefe) Lage gebracht, so entsteht 
die Frage, welchem Gesetz sodann die Projections- 
strahlen, d. h., die Geraden, welche die entsprechenden 
Punkte verbinden, unterworfen seien, oder welche 
krumme Fläche von ihnen berührt werde? — Diese 
Aufgabe, nebst der ihr zugeordneten, werden durch die 
Betrachtungen des zweiten Abschnitts gelöst werden. 

76) Wenn man Polyäder nur in Hinsicht der Art 
oder Gattung ihrer Grenzflächen von einander unter- 
scheidet, d. h., je nachdem diese Dreiecke, Vierecke, 
Fünfecke, u. s. w. sind, so giebt es bekanntlich nur 
einen vierflächigen, zwei fünfflächige, und sieben 
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scchsflächige Körper *). „Wie viel verschiedene 7, 8, 
9, ...., n flächige Körper sind in dieser Hinsicht mög- 
lich?” **) 

77) Wenn irgend ein convexes Polyeder gegeben 
ist, läfst sich dann immer (oder in welchen Fällen nur) 
irgend ein anderes, welches mit ihm in Hinsicht der 
Art und der Zusammensetzung der Grenzflächen über- 
einstimmt (oder von gleicher Gattung ist), in oder um 
eine Kugelfläche, oder in oder um irgend eine andere 
Fläche zweiten Grades beschreiben (d. h. dafs seine 
Ecken alle in dieser Fläche liegen, oder seine Grenz- 
fiächen alle diese Fläche berühren)? 

78) „Fället man aus den Ecken eines beliebigen 
viereckigen Körpers (dreiseit. Pyramide) Lothe auf die 
gegenüber liegenden Grenzflächen, so liegen alle vier 
Lothe, im Allgemeinen, in einem einfachen Hyperboloid, 
und zwar gehören sie zu einer und derselben Schaar 
Strahlen desselben, so dafs es also unzählige Gerade 
giebt, wovon jede alle vier Lothe schneidet ($. 51.). 
Wenn insbesondere zwei der vier Lothe sich schneiden, 
so schneiden sich auch die zwei übrigen; und wenn 
insbesondere drei Lothe sich schneiden, so schneiden 
sich nothwendigerweise alle vier in einem und dem- 
selben Punkt.” 

In den besondern Fällen geht offenbar das Hyper- 
boloid in einen Grenzfall (in zwei Ebenen, und in 
einen Kegel) über. Bei der ersten Bekanntmachung 
dieses Satzes (Journal f. Mathem. Bd. I. S. 97.) 
habe ich die besondern Fälle unrichtig angegeben. 


*) Siehe System der Geometrie von Schweins. 


**) Diese Aufgabe habe ich schon an einem andern Orte (An- 
nales de Hathem. ton, XIX. p. 36.) gegeben, aber es ist noch keine 
Lösung erfolgt. 
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Es findet ein dem vorstehenden zugeordneter Satz 
statt; wie heifst er? 

79) „Haben irgend zwei vierflächige Körper (drei- 
seilige Pyramiden) solche Lage, dafs die vier Lothe, 
welche aus den Ecken des einen in bestimmter Ord- 
nung auf die Grenzflächen des andern gefället werden, 
in irgend einem Punkt zusammentreffen, so gehen alle- 
mal auch diejenigen vier Lothe, welche man in ent- 
sprechender Ordnung, aus den Ecken des zweiten auf 
die Grenzfläcken des ersten fället, durch irgend einen 
und denselben Punkt.” Oder: 

a) „Fället man aus einem beliebigen Punkt E auf 
die Grenzflächen ABC, ABD, ACD, BCD irgend 
eines gegebenen Tetraäders ABCD Lothe Ed, Ec, 
Eb, Ea, nimmt in diesen Lothen vier beliebige Punkte 
d, c, b, a, als Ecken eines zweiten Tetra@ders deba 
an, und fället auf dessen Grenzflächen dcb, dca, dba, 
cba aus den Ecken A,B, C, D des erstern Lothe 
Ae, Be, Ge, De, so treffen diese einander allemal in 
irgend einem Punkte e.” Und ferner: 

x b) „Nimmt man in den vier ersteren Lothen ähn- 
licherweise vier andere Punkte d,, cı, bı, a,, als Ecken 
eines dritten Tetraäders an, so wird diesem in gleicher 
Beziehung ein Punkt e, entsprechen; und alsdann lie- 
gen die vier Durchschnittslinien «&, f, 7, ö. der vier 
einander entsprechenden Grenzflächenpaare des zweiten 
und dritten Tetraäders (d. is die Durchschnittslinien der 
Ebenenpaare deb und dıc,b,, dca und d,cya,, dba 
und d,b,a,, cba und c,b,a,), allemal in irgend einer 
Ebene («fyö); und 

c) diese Ebene («#yö) steht allemal auf derjeni- 
gen Geraden ee,, welche durch jene zwei genannten 
Punkte e, e, geht, senkrecht.” 

Diesen Satz, nebst den zwei analogen Sätzen in 
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der Ebene und auf’ deriKugelfläche, bei welchen näm- 
lich, statt wie hier Tetra@der, ähnlicherweise Dreiecke 
in Betracht kommen *), habe ich schon an einem andern 
Orte zu beweisen vorgelegt (Journal f. Mathem. Bd. 
I. S.287.). Alle drei Sätze sind übrigens besondere Fälle 
von etwas allgemeineren Sätzen, wie man zu seiner Zeit se- 
ben wird. Auch haben alle drei Sätze ihre zugeordneten 
Sätze; wie lauten diese? 

80) «) „Sind in einer Ebene irgend zwei, einander 
nicht schneidende, Kreise M,, M, gegebenen, wovon 
man sich den einen zunächst innerhalb des andern lie- 
gend denken mag, und man beschreibt, in dem zwischen 
beiden Kreisen liegenden Raume, eine Reihe Kreise 
mi, ’m}; mm. so, dafs jeder jene zwei und den 
ihm unmittelbar vorangehenden berührt, so findet einer 
von folgenden zwei Fällen statt: entweder a) die Reihe 
verlängert sich ins Unendliche und ist incommensurabel, 
oder b) sie kehrt in sich selbst zurück und ist com- 
mensurabel,'d. h. nachdem sie in jenem Zwischenraum 
irgend eine Anzahl u Umläufe zurückgelegt hat, gelangt 
man zu einem nten Kreise m„, welcher den ersten m, 
berührt, diesen also zu seinem Nachfolgenden hat, so 
dafs hier die Reihe sich schliefst.” 

ß) „Von diesen zwei Fällen findet immer der näm- 
liche, und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag 
den ersten Kreis m, annehmen, wo man will, so dafs 
also das Vorhandensein des einen oder andern Falles 
lediglich von der Gröfse und Lage der zwei festen 
Kreise M,, M, abhängt.” 

y) „Bezeichnet man die Radien der Kreise M,, M, 
durch B,, R, und den Abstand ihrer Mittelpunkte von 
einander durch A, so hat man für den Fall, wo die 


*) Auch findet ein analoger Satz im Strahlbüschel statt. 
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genannte Kreisreihe auf die angegebene Art commen- 

surabel ist, folgende einfache Bedingungsgleichung: 
(RRFR,) FARB, Tang’— = A”, 

woraus jede der fünf Gröfsen R,, R,, A, u, n gefunden 

wird, wenn die vier übrigen gegeben sind. Liegen die 

Kreise M,, M, ineinander, so hat man die obern, und lie- 

gen sie aussereinander, die untern Vorzeichen zu nehmen.” 

81) „Bei Kreisen auf der Kugelfläche (so wie auch 
bei geraden Kegeln im Strahlbüschel) finden analoge Um- 
stände statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen in 
der Ebene, und zwar hat man die Bedingungsgleichung: 
Cos. (Rı+R,)+2Sin.R, Sin.R, Tang?— r=Cos. A.” 

82) „Es seien M,, M, irgend zwei Kugeln,’ wo- 
von, zum leichtern Verständnifs, die eine M, innerhalb 
der andern gedacht werden soll, und ferner sei M, 
eine beliebige solche Kugel, welche im Zwischenraum 
zwischen jenen zwei Kugelflächen liegt und sie berührt. 

„Wird eine Reihe Kugeln m,, m,, m;, ..... so be- 
schrieben, dafs jede die drei Kugeln M,, M,, M; be- 
rührt, und dafs sie einander der Ordnung nach berüh- 
ren, so ist sie entweder commensurabel, oder nicht, 
d. h. entweder a) gelangt man, nachdem die Reihe u 
Umläufe um die Kugel M, gemacht hat, zu einer nten 
Kugel m,, welche wiederum die erste m, berührt, oder 
b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe unendlich 
fortgesetzt wird.” 

„Auf diese zwei Umstände hat weder der Ort, wo 
die Kugel M, angenommen, noch die Lage, die der 
ersten Kugel m, der Reihe angewiesen wird, Einflufs, 
d. h. es findet immer derselbe Fall und auf dieselbe 
Weise statt, es mögen die Kugeln M,, m, unter den 
vorgenannten Bedingungen angenommen werden, wo 
man will, so dafs also blofs die Gröfse und Lage der 
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festen zwei Kugeln M,, M,; über das Vorhandensein 
des einen oder andern Falles entscheidet.” 


„Sind R,, Rs die Radien der Kugeln M,, M,, und 
ist A der Abstand ihrer Mittelpunkte von einander, so 
hat man für den commensurabeln Fall (a.): 


(Rı+HR? IE RR, Sin =AR. 


Die untern Zeichen gelten für den Fall, wo die festen 
Kugeln M,, M; aufser einander liegen. 


83) „Nach Angabe des letzten Satzes (82.) berülı- 
ren die drei Kugeln M,, M,, M, einander der Reihe 
nach, und jede von ihnen berührt die Reihe Kugeln 
m, IM, I, Es schliefsen sich daran folgende 
weitere Eigenschaften.” | 


a) „Die drei Kugeln M,, M,, M, sind Glieder 
einer zweiten Kugelreihe M,, M,, M,, M,, ..... wo- 
von jede alle Kugeln jener ersten Reihe und zugleich 
die ihr unmittelbar vorhergehende berührt.” 


b) „Die Mittelpunkte jeder Kugelreihe, für sich ge- 
nommen, liegen in einem Kegelschnitte; die Ebenen 
der zwei Kegelschnitte sind zu einander senkrecht, und 
die Hauptscheitel eines jeden, sind zugleich die Brenn- 
punkte des andern, so dafs also entweder «) beide 
Kegelschnitte (gleiche) Parabeln, oder £) der eine EI- 
lipse und der andere Hyperbel ist.” 


c) „Beide Kugelreihen. hängen so von einander 
ab, dafs sie zugleich commensurabel, und zu- 
gleich ineommensurabel sind; 

d) und zwar findet für den commensurabeln Fall 
das folgende merkwürdige Gesetz statt, dafs allemal 

A 0) 1 
DEN R 
ist, 
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ist, wobei nämlich U die Zahl der Umläufe und N 
die Zahl der Glieder der zweiten Kugelreihe bezeich- 
net (82.).” 

Die Sätze 80, 81 und 82. habe ich schon in den 
Annales de Mathem. tom. XVIIL, und den Satz 83. im 
Journal für Mathematik Bd. II, S. 192. zum Be- 
weisen vorgelegt. Im nämlichen Bande des Journals 
habe ich (S. 290, Lehrs. 59, 60 und 61.) einige beson- 
dere Fälle des Satzes 82, so wie (S. 96.) eine Aufgabe, 
welche den Satz 80 zum Ziele hatte, aufgestellt. In 
Folge dieser besondern Fälle und dieser Aufgabe hat 
Clausen im 6ten und T7ten Bande des Journals die 
Sätze SO und 81 analytisch bewiesen, ohne dafs er von 
jenenSätzenin den Annalen Kenntnifs gehabt zu haben 
scheint; auch sind seine Ausdrücke der Form nach von 
den meinigen verschieden.. Ein Theil des Satzes 80, 
nämlich (£.), ist schon im ersten Bande (S. 256.) des 
genannten Journals von mir bewiesen. Bei spätern 
Entwickelungen wird sich Gelegenheit darbieten, alle 
vier Sätze so elementar als möglich zu beweisen. — 
Es entstehen verschiedene interessante Fälle, wenn man 
statt der einem festen Kugel (in 82 u. 83.) eine Ebene, 
oder stait des einen festen Kreises (in 80. oder 81.) 
eine Gerade oder ein Hauptkreis annimmt. 

84) Wenn beim letzten Satze (83.) die Kugelrei- 
hen commensurabel sind, so findet in jeder für je zwei 
Kugeln, die als fest angenommen werden, und zwi- 
schen denen, nach der Reihe, nur eine andere Kugel 
liegt, wie z. B. für M,, M, in der zweiten Reihe, die 
obige Bedingungsgleichung (82.) statt. Es kann gefragt 
werden: ob auch für Kugeln, zwischen denen zwei, 
oder irgend eine Anzahl x, Kugeln liegen, in gleichem 
Sinne eine Bedingungsgleichung statt finde? und wel- 
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Anmerkung. 


| 


85) Viele von den vorstehenden Aufgaben und _ 
Sitzen lassen sich mittelst der obigen Correlations- 
Systeme ($. 59), so wie auch zufolge der Anmerkun- 
gen ($.33, $. 34, u. $. 48.), auf verschiedene Weise 
umwandeln. Welche sind es? und wie lauten die neuen 
Aufgaben und Sätze? 


Ende des ersten Theils. 


Berlin, gedruckt bei A. Petsch,. 


Im Verlage von G. Fincke sind ferner erschienen : 


Aischylos, metrisch übersetzt und mit Anmerkungen begleitet a 
Dr. Droysen. 2 Bände. 8. Druckpapier, 33 Thlr. Velinpa- 
pier, 5 Thlr. 

Augustin, Dr. F. L., Medicinal- und Regierungsrath, Lehrbuch 
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Berliner Musen- Almanach für das Jahr 1830, Cartonnitt...... 15 Thlr. 

Bibliothek der Märchen, Novellen und Sagen Herausgegeben von 
T. Echtermeier, L. Hentschel und K. Simrock. Auch 
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Die Quellen des Shakspeare in Novellen und Sagen 3. Bde. 


1833: | Brosch.- „2... N Mar unsicher Aubebe 4% Thlr. 
Desselben Werkes Ater Bd. Enthält: 
Novellenschatz der Italiener. 1ster Bd................. 1; Thlr. 


Baccaccio, il Decameron, 3 Vols. 1830. Cartonnirt..... 2% Thlı. 
Casti, Giamb., Opere. 4 Vols. 1830. Cartonnitt.......3 Thlr, 


» » » Vol, I. (Novelle galanti)...... 1 Thlr. 
» „ » Vol. IT — IV. (Gli animali Pachen ) 
2 Thle, 


Cervantes Saavedra, elingenioso hidalgo Don Quixote de la 
Mancha. Nueva edicion. 6 Vol. 12. Diccionario espanol y ale- 
man sobre el Don Quixote de la Mancha; compuesta por Vilelmo 
Be neke.: 1%, Gtommirti1i 130. ER TE ATRFR 6 Thlr. 

Vom Don Quixote kann ich nur Exemplare auf feste 
Rechnung geben. Ant: 

Das Amt des Preulsischen Richters in Beziehung auf die Verwal- 

tung der Justizfonds. 1829, Brosch......................: % Thlr. 


Frank, J P., Behandlung der Krankheiten des Menschen. Aus 
dem Lateinischen übersetzt von Dr. J. F. Sobernheim. Brosch. 
I. Bd. 20 Sgr. II. Bd.25 Sgr. III.Bd, 20 Sgr. IV. Bd. 15 Sgr. 
V. Bd. 22% Sgr. VI. Bd. 27% Sgr. VII. Bd. 15 Ser. a 

21% Ihlr. 

Gutsherrliche und bäuerliche Verhältnisse; eine vollständige Zusam- 
menstellung aller in dieser Beziehung ergangenen und noch be- 
stehenden Gesetze und Verordnungen. 2 Bogen Royal-Folio. 


+ Thh. 
* Maier, Dr. L,, Ueber die Varioloiden oder die modificirten 
Pöcken.? 18929, ‚Brosch. u a Ku 340. n..% Thlr, 


Marx, J. B., Ueber Malerei in der Tonkunst; ein Maigruls an die 


Kunstphilosophen, gr. 8. mit 2 Steindrücken. 1828. Baar 
3 Thle, 


*Massaloup, J. V., Magdeburgs Fall. Ein histor. romant. Trau- 
erspiel in 6 Aulz. 1831. 12, 8% Bogen. (Commission.) Ne 

| % Thlr. 
/ Moltike, H. v., Darstellung der innern Verhältnisse und des ge- 
sellschaftlichen Zustandes in Polen. 1832. 8. 73 Bog. Brosch. 
z Thule, 

Novellen von J. F. Kühne. Enthaltend: die Geschwister und 
die/WVartburssieyers 1931... an u Na an 13 Thlr: 


Novum testamentum graece. Ad cod, Mosg. utr. Bibl. 8S. synod. 
etc. Edidit Chr. Fr. de Matthaei. Wittenbergae 1803. 
3 Tomi sn B... ...... 2.3 RER gi cl. 4 2127 A Eee 2% Thlr. 

Reiswitz, B. v., Anleitung zur Darstellung militairischer Manöver 
mit dem Apparat des Kriegsspiels. gr. 4. Mit Plänen 1% Thlr. 

„Dasselbe mit 32 Plänen und einem Kästchen mit bleiernen 

LES PS ER a PYERANL  ar 15 Thlr. 

Saalschütz, Dr., Geschichte und Würdigung der Musik bei den 
Hebräern. Nebst einem Anfang über die hebr, Orgel. 8. 1830. 
Bros RL A SR DR % Thlr. 


Signatstern, der, oder die enthüllten sämmtlichen sieben Grade der 
mystischen Freimauerei, nebst dem Orden der Ritter des Lichts. 
Für Maurer und die es nicht sind, Aus dem Nachlals des ver- 
storbenen Hochwvürd, Bruder von W .. ., an das Licht des Ta- 
ges gefördert von seinem Freund und Bruder B... Mit Kup- 
ern, Holzschnitten und Chiffern. 16 Theile, Zweite verbesserte 

7 EL ARRID ES a a ER a en 8% Thlr. 

Sutzo, Geschichte der griechischen Revolution, aus dem Franz, 
übersetzt von Förstemann. 1830. 17, 8. Brosch...1% Thlr, 

Valentini, de, Lieut.-General, Trait& sur la guerre contre les 
Turcs; traduit de l’allemand par Maj. Blesson. 8, 1830. a 
BA Dreh: a nn le 7. 7 En re EEE 4 Thlr. 
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